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CARLOS PRIETO

1. Introducción

Las matemáticas deben una parte de su desarrollo a pro­

blemas que el mundo real plantea, problemas que al mode­

larlos matemáticamente crean teorías que se integran al

acervo de conocimientos científicos de la humanidad.

Sin embargo, hay otra parte no menos importante de las

matemáticas que surge de la investigación per se, es decir,

surge de la búsqueda que dentro del vasto universo de con­

ceptos abstractos hacen los matemáticos. No obstante su

origen, esta parte ha probado con creces que es tanto o más

importante que la primera.

Las matemáticas son ciertamente un lenguaje, diría­

mos, tal vez el lenguaje en el que está escrito el mundo;

también son una herramienta, sin la cual la ingeniería, la

física y tantas otras disciplinas del conocimiento humano

no podrían siquiera existir; son asimismo una ciencia que

plantea sus propios problemas y tiene su forma particular

de abordarlos, muchas veces, incluso, en forma experimen­

tal; yson también un arte que, al exigir del cerebro humano

creatividad suprema, pueden hundirlo en profunda deses­

peración o proporcionarle enorme satisfacción. Son, por

esto último, también una forma de vida, una estructuradel

pensamiento, una invitación a penetrar en un mundo de

ideas y conceptos propios de las mismas matemáticas, en

el que pueden hacerse los más asombrosos descubrimien­

tos. Podría pensarse que este carácter conlleva el riesgo de

alejar las matemáticas cada vez más del otro mundo, del

mundo real, mas no es así. En muchas ocasiones hay ideas,

teorías, conceptos matemáticos que repercuten contunden­

temente en otras disciplinas años después de haber sido

creados. Es a lo qlie se le ha llamado la insensata eficacia

de las matemáticas (véase Wigner).

En este trabajo se hará alusión a una teoría, más por su

belleza intrínseca que por su eficacia al aplicarla, sin em­

bargo, a algunas de sus importantes aplicaciones también
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Lámina 2

m

Usando los n colores distintos de la rueda, iluminemos

cada uno de los arcos de la proyección de un nudo siguien­

do las siguientes reglas:
1. Deben usarse al menos dos colores distintos.

2. En un cruce, el color del arco que pasa por delante

debe ser el que corresponde a la bisectriz (única) del ángu-

Con el objeto de abordar el pr bl ma de distinguir nu­

dos introduciremos un procedimiento al que llamaremos

juego de los colores yes como sigue. Tóme e una rueda conun

número impar n de rayos distribuidos uniformemente, a

cada uno de los cuales se le asigna un color (r =rojo, v =ver­

de, a=amarillo, m =morado, z=azul), como lo ilustra la

lámina 2; para el caso, n = 5.

Lámina 1

se le llama nudo trivial. La cuestión de decidir si dos nudos

son equivalentes, es decir, si es posible deformar uno, sincor­

tarlo, para convertirlo en el otro, puede precisarse matemá­

ticamente, aunque en los casos sencillos que contiene la

lámina es más o menos evidente. No procederemos ahacer­

lo en este ensayo y nos apegaremos a la idea intuitiva que

hemos introducido. No obstante, sí vale la pena notarque la

lámina 1no presenta realmente ilustraciones de los nudos,

sino lo que podríamos designar como su prayecciónregular, es

decir, una imagen plana que muestra cuándo una porción

del cordel pasa por "delante" ycuándo lo hace por"detrás"de

otra. Es más bien con estas proyecciones, que codificancom­

pletamente el nudo, con las que trabajaremos.

.20.

La topología podemosdefinirla como el estudio cualitativo

de los objetos geométricos. No se preocupa de las medidas

ode las fonnas rígidas; un globo desinflado y uno inflado, ya

sean redondos o alargados, representan el mismo objeto to­

pológico, lo mismo sucede en el caso de una liga estirada,

una circular y una enredada.

Una interesante rama de la topología es la que se dedi­

ca a estudiar los nudos. Sí, en efecto, hemos dicho nudos

ypensado en ellos precisamente como la palabra en el len­

guaje llano lo indica. Los nudos, además de ser de utilidad

para marinos y representar un reto para jóvenes explora­

dores, constituyenunconceptoque hasidoabstraídopor los

científicosyqueactualmenteesobjetode investigaciónmuy

seria en matemáticas.

Tomemos un cordelyhagamos un nudo con él. Si deja­

mos los cabos sueltos es posible deshacer el nudo pasando

estos extremos por los lugares adecuados. Sin embargo, si

después de hacer el nudo fijamos los cabos a una pared o

losunimosunoconotromuyprobablemente yano podamos

deshacerelnudo; más generalmente, si hacemos dos nudos

yunimos lasextremosdecadauno probablemente tampoco

seaposiblemodificar unode aquéllos parahacerlo igual al

otro. Son este tipo de problemasy su abstracción matemá­

tica lo que constituye la teoría de los nudos.

Matemáticamente, unnudo lo podemos definir como

unaanva (l-dimensional) situadaenelespacio (3-dimen­

sional), de manera que comienzay termina en el mismo

punto. Las figuras de la lámina 1representan varios ejem­

plos denudos, elprimero de los cuales está "desanudado" y
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2. Nudos 'Y colores

nos referiremos. Es momento éste para acentuar el hecho

de que no es la topología la única que se utiliza en tales ca­

sos, sino que en esta incursión en las fronteras del conoci­

miento la acompañanotras áreas de las matemáticas, como

elálgebra, lacombinatoria, la teoríade las categorías, el aná­

lisis, la estadística, etcétera. Esto es un reflejo de que la ma­
temática, lejos de estar conformada por parcelas más o

menos aisladas, constituye un edificio completamente in­

terconectado; en otras palabras, las matemáticas son una

sola ciencia y no un conglomerado de áreas.

Las aplicaciones de la topología, en compañíade otras

de las ramas mencionadas, enalgunas áreas de la física teó­

rica o de la bioquímica, demuestran que las matemáticas

bien hechas no se alejan, al fin y al cabo, del mundo real.
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lo que forman los rayos con los colores de los arcos que in~

ciden en el cruce y pasan por detrás.
Estas reglas las ilustra la figura de la lámina 3.

Lámina 3

Porejemplo, el llamado nudo de la figura ocho o, simple~

mente, nudo ocho, Ks' que se presenta en la figura A de la
lámina 4, está iluminado usando los cinco colores de la rue~

da de la lámina 2de modo que cumple con las reglas del jue~

gO¡ sin embargo, el nudo trébol T de la figura Bde la misma

lámina no es posible iluminarlo con los cinco. colores de

acuerdo con las reglas del juego.

las reglas del juego, entonces es fácil probar que cualquiera

otra de ellas puede serlo también. El número de colores re~

querido para iluminar la proyección de un nudo es un intI(V

riante del nudo. Al mínimo de estos números n lo llarnare~

mos número cromático. Así, el nudo ocho tiene comonúmero

cromático el5, pero no el3, yel trébol tiene e13, perono el5.

Podemos concluir que el nudo ocho y el nudo trébol no son

equivalentes. No podemos modificar uno, sin cortarlo, para

obtener el otro.

l.6mina 6

Por otro lado, si en vez de utilizar una rueda de cinco

colores, utilizamos una de tres, como en la figura de la lá~

mina 5, sí es posible iluminar el trébol. Fácilmente podemos

verificar, sin embargo, que no es posible iluminar el ocho

con tres colores.

lómina4

A B

Las figuras de la lámina 6 representan el nudo trébol y

su imagen especular (como se ve a través de un espejo). De
aquí surge la pregunta de si estos nudos son equivalentes.

Tal vez la experiencia cotidiana nos permita aventuramos

a decir que no lo son, pero nuestro juego de los colores no

basta para probarlo, ya que si uno de los tréboles se ilumina

con tres colores, al ponerlo frente a un espejo obtenemos

automáticamente una iluminaciónparael otro: ambos tie~

nen número cromático igual a 3. De hecho, vale en general

que si un nudo tiene número cromático n, su imagen especular
también tiene número cromático n.

A continuacióndescribiremos un nuevo juegoparadis~

tinguir con más precisión los nudos.

3. Nudos, enlaces 'Y polinomios

lámina 5

Más aún, si tomamos un nudo yuna de sus proyeccio~

nes regulares puede ser iluminada con n colores respetando

Podemos considerar dos o más nudos que no estén sepa~

radas del todo, sino que estén enlazados, así obtenemos

precisamente un enlace, como lo muestran las figuras de

la lámina 7, donde vemos dos nudos triviales no enlaza~

dos (A), dos nudos triviales con un enlace llamado enlace
de Whitehead (B) y dos nudos trébol doblemente enlaza~

dos (C).
El número cromático, que definimos antes, no distin~

gue nunca a un nudo de su imagen especular. ¿Serán éstos

siempre equivalentes, es decir, será todo nudo anfiqueiral?
Introduciremos ahora un nuevo invariante, más fino

que elnúmerocromático. Lasproyecciones regulares de nu-
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dos equivalentes pueden ser muy ,distintas, como se ve en

laláminaS,quemuestracbproyecciones diferentes de! mis~

,100 nudo ocho.

1.6mina7

A 6 e

gular de uno aalguna del otro, llevando acabo un número finito
de jugadas de tipo 1, Il o III (y, en caso necesario, una deforma,
ción del plano).

Definiremos ahora el llamado corchete de Kauffman

(véase Kauffman: 1988 y 1991), que asocia a una proyec~

ción de un nudo o enlace un polinomio en la indetermi~

nada x, con números enteros como coeficientes y poten~

cias positivas y negativas de la indeterminada, de acuerdo

con las siguientes fórmulas de recurrencia, en las que entre

corchetes escribimos sólo una porción del nudo suponien­

do que e! resto de! nudo no se altera:

Ilmina8

Asimismo, enlaces equivalentes pueden tener proyec~

ciEInesmuydistintas.Elrnatemáticoalemán KUltReideme~

terprobóun toorema que permite pasar de una proyección

tqUlardeunenlaceacualquierotta,atravésdecíertasmodi~

ficacionescooocidas comoju¡pJas de Reiclemeister, que se lle~

van a cabo como lo ilustran las figuras de la lámina 9. Me~
dianteestas jugadassepuedenmodificar,porciones de nudos

o enlaces mientras que las partes restantes se mantienen sin

cambios (v~, por ejemplo, Burde y Zieschang). Se les

conoce como jugadas de Reidemeister de tipos 1, II YIII.

Jugada de tipo I

1. [xj= x [:x] + r 1 [:;,c].

Esta regla dice que si venimos caminando por un "paso

superior" podemos cambiarlo yendo a la izquierda y multipli­

cando el corchete del nudo o enlace más sencillo que resulta

porx y yendo a la derecha y multiplicando el corchete del nu~

do o enlace resultante por r' ysumando ambos resultados.

Ejemplo:

[~] = x[go] + r' [8DJ
~

2. [KU O] =(-r-rZ) [K].

Esta regla dice que si un enlace tiene una componen­

te que es un nudo trivial desenlazado podemos eliminarla

si multiplicamos el corchete del nudo o enlace que queda

por (-xZ_rZ).

Ejemplos:

[~] =x[08] + r 1 [c90]
= x(-r-rZ)[et.:>] +x-'[oQ]

= -x3[oO]

y

kf'-uJ = -x3[oO]
= (-x3)(-x3) = y;6

[COl =x[OO]+r1[c:>]
= x(-x2-x-2) [O]+x-I[O]

= _x3 [O] "-

3. [O] =1.
Esta regla, finalmente, dice que e! corchete de la pro­

yección del nudo trivial es e! polinomio trivial 1.
Así, tenemos que

Jugada de tipo.

) ) \)
( - ( )(( (

L6n1ina9

El teorema de Reidemeister afinna que dos nudos son

~ si, s6Iosi sepue4epasarde algunaprayección re,
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Ahora podemos terminar el cálculo del corchete de

Kauffman correspondiente al nudo trébol. Faltaba por

calcular

Entonces w(K) es el número de cruces positivos me­

nos el número de cruces negativos. Por ejemplo, como se

aprecia en las figuras de la lámina 11, el trébol izquierdo

TI tiene torcimiento -3 y el derecho TD' +3.

[C0] = x[e5'U]+x1[ao]
~

= x(-x3)+x-1(x[co]+x1[ceJ])
=-x4+1+x-2(_x2_x2)

= -x4-x-4.

Por lo tanto, para el nudo trébol iZquierdo tenemos que

[T,] = [J?J] = x(x6)+x1(-x4_x-4)
= x7-x3-x5•

Lámina 11

Si tomamos la imagen especular de la proyección de

un nudo, lo único que cambia es la orientación, por lo que

cambia "derecha" por "izquierda"; así, la regla 1 implica

que en el corchete de la imagen especular aparecen las po~

tencias de x con los ignos opuestos. Por lo tanto, para la

proyección del nudo trébol derecM se tiene que

Tenemos un nuevo polinomio asociado a un enlace K

definido por

Éste sí es un invariante de nudos, como es fácil verifi­

car, ya que también es invariante bajo la jugada de Reide­

meister de tipo III. En particular, tenemos

[_Q..] = -x3[../\..],

[...!:q =-x3[A];

Ambas proyecciones tienen, consecuentemente, poli~

nomios diferentes,

Es un ejercicio sencillo verificar que si se modifica la

proyección de un nudo con jugadas de Reidemeister de ti­

pos 11 o 111 su polinomio no se altera. Sin embargo, la juga~

da de tipo 1sí lo cambia:

por lo que el corchete de Kauffman no es un invariante de

nudos ni de enlaces. Para obtener uno que sí lo sea, se de~

fine el torcimiento w(K) de la proyección regular' de un

nudo o enlace K de la siguiente forma. Désele a cada com­

ponente del enlace una orientación y cuéntense en su

proyección los cruces positivos y los negativos, según las

figuras de la lámina 10.

por lo tanto, el nudo trébol iZquierdo TI y el nudo trébol dere­
CM TD no son equivalentes, es decir, el nudo trébol no es an­

fiqueiral.
Puede probarse, para un nudo K, que el polinomio

fK(x) tie~e siempre potencias múltiplos de 4, por lo que

conviene simplificarlo, sustituyendo xpor t-l/4, para obte­

nerelllamadopolinomiodeJonesdeK, VK(t) =Mc1/4) en po­

tencias de la indeterminada t, (véase Jones). En particular,

, fT¡(x) = (-x3)3(x7-x3-x5) =_xI6+xI2+.x4,
fT (x) = (_x3)-3(_x5_x-3+x7) =x-4+xI2_xI6;

D

Se puede demostrarque para el valor absoluto n del po­
linomio deJones que se alcanza al tomar t =-1, n= IVK(-l) I,

se puede iluminar el nudo K con n colores como se explicó

en la primera parte de este trabajo. En el caso del trébol,

IVT (-1) I =3 = IVT (-1) l. Es un buen ejercicio calcu-
¡ D

lar el polinomio de Jones del nudo ocho Ks' para obtenerX·
-~x

lámina 10

.23 •
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lámina 13
Cafenane producido par Tn3-resolvasa
actuando en ADN de forma I

Hay diversas aplicaciones de la teoría de los nudos en la

realidad. Brevemente mostraremos aquí un ejemplo. La

codificación genética de un ser vivo la da su molécula de

ácido desoxinibonucleico, ADN, que se encuentra en el nú­

cleo de cada una de sus células. Esta molécula es una lar­

ga y delgada cadena helicoidal que, en algunos casos, es

circular, es decir, ignorando la hélice y la estructura quí­

mica local, se trata de una curva cerrada simple, que está

anudada. Por ejemplo, éste es el caso para la bacteria Es­

cherichiacoli; asimismo, una moléculade este tipo puede ser

producida in vitTO a partir de una molécula lineal. Sien­

do la fórmula química de esta molécula la misma, el nudo

(o enlace) que ésta forma puede variar; es decir, se pue­

den tener distintos isómeros de la molécula, que corres­

ponden a variedades biológicas diferentes. Hay enzimas

naturales llamadas topoisomerasas, que actúan en forma

específica en cruces de la molécula cambiando los pasos .

superiores por inferiores, como lo muestra la lámina 12

(a esto se le llama recombinaci6n en sitio específico [véase

Sumners]); es decir, cambian en forma controlada la mo­

léculade ADN por un isómero que, como nudo, es, en gene­

ral, distinto. Estas enzimas tienen distintos nombres, de

acuerdo con la forma como actúan.

4. Nudos y realidad

yverificarque IVK (-1) I = 5, que es el número cromáti­
8

co de Kg.

lámina 12

No sólo ha habido aplicaciones de la teoría de nudos

enel estudio de la topologíadel ADN y, conello, para la pre­

dicción del tipo topológico de la molécula resultante, sino

que los propios problemas que plantea la manipulación ge­

nética han impulsado la investigación en teoría de nudos

paradarles respuesta matemática. La lámina 13 muestra un

enlace (eatenane) producido por la enzima T n3-resolvasa

en ADN de forma 1y nudos trébol izquierdo y derecho de

dsADN generados por la topoisomerasa de ADN de E. coli que

actúa en ADN de forma n.•


