Nudos, enlaces y realidad
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1. Introduccién

Las matemiticas deben una parte de su desarrollo a pro-
blemas que el mundo real plantea, problemas que al mode-
larlos matemdticamente crean teorfas que se integran al
acervo de conocimientos cientificos de la humanidad.
Sin embargo, hay otra parte no menos importante de las
matemadticas que surge de la investigacién per se, es decir,
surge de la bisqueda que dentro del vasto universo de con-
ceptos abstractos hacen los mateméticos. No obstante su
origen, esta parte ha probado con creces que es tanto o més
importante que la primera.

Las matemadticas son ciertamente un lenguaje, dirfa-
mos, tal vez el lenguaje en el que estd escrito el mundo;
también son una herramienta, sin la cual la ingenierfa, la
fisica y tantas otras disciplinas del conocimiento humano
no podrian siquiera existir; son asimismo una ciencia que
plantea sus propios problemas y tiene su forma particular
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de abordarlos, muchas veces, incluso, en forma experimen-
tal; y son también un arte que, al exigir del cerebro humano
creatividad suprema, pueden hundirlo en profunda deses-
peracién o proporcionarle enorme satisfaccién. Son, por
esto dltimo, también una forma de vida, una estructura del
pensamiento, una invitacién a penetrar en un mundo de
ideas y conceptos propios de las mismas matemadticas, en
el que pueden hacerse los més asombrosos descubrimien-
tos. Podria pensarse que este carscter conlleva el riesgode
alejar las matemdticas cada vez més del otro mundo, del
mundo real, mas no es asi. En muchas ocasiones hay ideas,
teorias, conceptos matematicos que repercuten contunden-
temente en otras disciplinas afios después de haber sido
creados. Es a lo que se le ha llamado la insensata eficacia
de las matematicas (véase Wigner).

En este trabajo se har4 alusién a una teoria, mds por su
belleza intrinseca que por su eficacia al aplicarla, sin em-
bargo, a algunas de sus importantes aplicaciones también
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nos referiremos. Es momento éste para acentuar el hecho
de que no es la topologfa la tinica que se utiliza en tales ca-
50s, sino que en esta incursion en las fronteras del conoci-
miento laacompafian otras dreas de las matemiticas, como
el 4lgebra, la combinatoria, la teorfa de las categorfas, el ans-
lisis, la estadistica, etcétera. Esto es un reflejo de que la ma-
tematica, lejos de estar conformada por parcelas més o
menos aisladas, constituye un edificio completamente in-
terconectado; en otras palabras, las mateméticas son una
sola ciencia y no un conglomerado de 4reas.

Las aplicaciones de la topologia, en compatifa de otras
de las ramas mencionadas, en algunas 4reas de la fisica teé-
rica o de la bioquimica, demuestran que las matemaiticas

bien hechas no se alejan, al fin y al cabo, del mundo real.

2. Nudos y colores

La topologfa podemos definirla como el estudio cualitativo
de los objetos geométricos. No se preocupa de las medidas
o de las formas rfgidas; un globo desinflado y uno inflado, ya
sean redondos o alargados, representan el mismo objeto to-
polégico, lo mismo sucede en el caso de una liga estirada,
una circular y una enredada.

- Una interesante rama de la topologfa es la que se dedi-
ca a estudiar los nudos. Si, en efecto, hemos dicho nudos
ypensado en ellos precisamente como la palabra en el len-
guaje llano lo indica. Los nudos, ademas de ser de utilidad
para marinos y representar un reto para jévenes explora-
dores, constituyen un concepto que ha sido abstraido por los
cientificos y que actualmente es objeto de investigacién muy
seria en matemadticas.

- Tomemos un cordel y hagamos un nudo con €. Si deja-
mos los cabos sueltos es posible deshacer el nudo pasando
estos extremos por los lugares adecuados. Sin embargo, si
después de hacer el nudo fijamos los cabos a una pared o

los unimos uno con otro muy probablemente ya no podamos
deshacer el nudo; mé4s generalmente, si hacemos dos nudos
yunimos los extremos de cadauno probablemente tampoco
sea posible modificar uno de aquéllos para hacerlo igual al
otro. Son este tipo de problemas y su abstraccién matemsé-
tica lo que constituye la teorfa de los nudos.
Mateméticamente, un nudo lo podemos definir como
una curva (1-dimensional) situada en el espacio (3-dimen-
sional), de manera que comienza y termina en el mismo
punto. Las figuras de la l4mina 1 representan varios ejem-
plos de nudos, el primero de los cuales est4 “desanudado” y
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se le llama nudo trivial. La cuestién de decidir si dos nudos
son equivalentes, es decir, si es posible deformar uno, sin cor- |
tarlo, para convertirlo en el otro, puede precisarse matema-
ticamente, aunque en los casos sencillos que contiene la
ldmina es mé4s o menos evidente. No procederemos a hacer-
lo en este ensayo y nos apegaremos a la idea intuitiva que
hemos introducido. No obstante, i vale la penanotar que la |
l4mina 1 no presenta realmente ilustraciones de los nudos,
sino lo que podrfamos designar como su proyeccién regular, es |
decir, una imagen plana que muestra cuando una porcién
del cordel pasa por “delante” y cudndo lo hace por “detréds” de
otra. Es més bien con estas proyecciones, que codifican com-
pletamente el nudo, con las que trabajaremos.

Q)

Con el objeto de abordar el problema de distinguir nu-

Lémina 1

dos introduciremos un procedimiento al que llamaremos
juego de los colores y es como sigue. Témese una ruedaconun
ntmero impar n de rayos distribuidos uniformemente, a
cadauno de los cuales se le asigna un color (r = rojo, v = ver-
de, a = amarillo, m = morado, z = azul), como lo ilustra la
14mina 2; para el caso, n = 5.

r

Lémina 2

Usando losn colores distintos de la rueda, iluminemos
cada uno de los arcos de la proyeccion de un nudo siguien-
do las siguientes reglas:

1. Deben usarse al menos dos colores distintos.

2. En un cruce, el color del arco que pasa por delante
debe ser el que corresponde a la bisectriz (tinica) del dngu-
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loque forman los rayos con los colores de los arcos que in-
ciden en el cruce y pasan por detrés.
Estas reglas las ilustra la figura de la lamina 3.
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) Por ejemplo, el llamado nudo de la figura ocho o, simple-
mente, nudo ocho, K, que se presenta en la figura A de la
l4mina 4, estd iluminado usando los cinco colores de la rue-
dade lal4mina 2 de modo que cumple con las reglas del jue-
go; sin embargo, el nudo trébol T de la figura B de la misma
[smina no es posible iluminarlo con los cinco. colores de

acuerdo con las reglas del juego.
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lémina 3
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Lémina 4

Por otro lado, si en vez de utilizar una rueda de cinco
colores, utilizamos una de tres, como en la figura de la 14-
mina 5, si es posible iluminar el trébol. Fscilmente podemos
verificar, sin embargo, que no es posible iluminar el ocho

con tres colores.

Lamina 5

Mis atin, si tomamos un nudo y una de sus proyeccio-
nes regulares puede ser iluminada con n colores respetando
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las reglas del juego, entonces es facil probar que cualquiera
otra de ellas puede serlo también. El niimero de colores re-
querido para iluminar la proyeccién de un nudo es un inva-
riante del nudo. Al minimo de estos niimeros n lo llamare-
mos niimero cromdtico. Asf, el nudo ocho tiene como niimero
crométicoel 5, peronoel 3, y el trébol tiene el 3, peronoel 5.
Podemos concluir que el nudo ocho y el nudo trébol no son
equivalentes. No podemos modificar uno, sin cortarlo, para

obtener el otro.

Las figuras de la ldmina 6 representan el nudo trébol y
su imagen especular (como se ve a través de un espejo). De
aquf surge la pregunta de si estos nudos son equivalentes.
Tal vez la experiencia cotidiana nos permita aventurarnos
a decir que no lo son, pero nuestro juego de los colores no
basta para probarlo, ya que si uno de los tréboles se ilumina
con tres colores, al ponerlo frente a un espejo obtenemos
automaéticamente una iluminacién para el otro: ambos tie-
nen niimero cromético igual a 3. De hecho, vale en general
que si un nudo tiene nitmero cromdtico n, su imagen especular
también tiene niimero cromdtico n.

A continuacién describiremos un nuevo juego para dis-

tinguir con més precisién los nudos.

Lémina 6

3. Nudos, enlaces y polinomios

Podemos considerar dos o m4s nudos que no estén sepa-
rados del todo, sino que estén enlazados, asi obtenemos
precisamente un enlace, como lo muestran las figuras de
la l4mina 7, donde vemos dos nudos triviales no enlaza-
dos (A), dos nudos triviales con un enlace llamado enlace
de Whitehead (B) y dos nudos trébol doblemente enlaza-
dos (C).

El nimero cromético, que definimos antes, no distin-
gue nunca a un nudo de su imagen especular. ;Serén éstos
siempre equivalentes, es decir, serd todo nudo anfiqueiral?

Introduciremos ahora un nuevo invariante, mds fino
que el nimero cromético. Las proyecciones regulares de nu-
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gular de uno a alguna del otro, llevando a cabo un niimero finito
de jugadas de tipo1, 11 0 11 (3, en caso necesario, una deforma-
cién del plano).

Definiremos ahora el llamado corchete de Kauffman
(véase Kauffman: 1988 y 1991), que asocia a una proyec-
cién de un nudo o enlace un polinomio en la indetermi-
nada x, con nimeros enteros como coeficientes y poten-
cias positivas y negativas de la indeterminada, de acuerdo
con las siguientes f6rmulas de recurrencia, en las que entre
corchetes escribimos s6lo una porcion del nudo suponien-
do que el resto del nudo no se altera:

1 [>Ci=x[>=] + x ! [o¢].

- Estaregladice que si venimos caminando por un “paso
superior” podemos cambiarlo yendo a la izquierda y multipli-
cando el corchete del nudo o enlace mis sencillo que resulta
por xy yendoa la derecha y multiplicando el corchete del nu-
dooenlace resultante por x! y sumando ambos resultados.

 Ejemplo:

Q) =l +x [

2 KUO = (<x—x?) (K.

Esta regla dice que si un enlace tiene una componen-
te que es un nudo trivial desenlazado podemos eliminarla
si multiplicamos el corchete del nudo o enlace que queda
pidx(—xl—x'z). 8% 58
- Ejemplos:

B = 408 + x (]
- K )cA] +eA]
- 3o

[eQ] = JOO]+x 1 [cD)
= x(—x2—x2) [O]+x![O]
==x [O] 2

| nudo trivial es el polinomio trivial 1.

D = —Clen]
= (=) (=3) =8
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Ahora podemos terminar el célculo del corchete de
Kauffman correspondiente al nudo trébol. Faltaba por

calcular

[@>] = {6D]+x7'[cO]
= x(=)+x (e ]+x 7 [=])
= —xt+1+x 2 (—xx2)
= —tt.

Por lo tanto, para el nudo trébol izquierdo tenemos que

[T] = [D] = x(x5)+x7 (~x*—x*)

= x7—x3—x".

Si tomamos la imagen especular de la proyeccién de
unnudo, lo tinico que cambia es la orientacién, por lo que
cambia “derecha” por “izquierda”; asf, la regla 1 implica
que en el corchete de la imagen especular aparecen las po-
tencias de x con los signos opuestos. Por lo tanto, para la
proyeccién del nudo trébol derecho se tiene que

[T])] = [(Q)] = —XS—X'3+X'7.

Ambas proyecciones tienen, consecuentemente, poli-
nomios diferentes.

Es un ejercicio sencillo verificar que si se modifica la
proyeccién de un nudo con jugadas de Reidemeister de ti-
pos I o 1l su polinomio no se altera. Sin embargo, la juga-
da de tipo 1 si lo cambia:

[LQ]=—[],
[9-] == [N\];

por lo que el corchete de Kauffman no es un invariante de
nudos ni de enlaces. Para obtener uno que sf lo sea, se de-
fine el torcimiento w(K) de la proyeccién regular de un
nudo o enlace K de la siguiente forma. Désele a cada com-
ponente del enlace una orientacién y cuéntense en su
proyeccién los cruces positivos y los negativos, segiin las
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figuras de la l4mina 10.
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Lamina 10
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Entonces w(K) es el niimero de cruces positivos me-
nos el nlimero de cruces negativos. Por ejemplo, como se
aprecia en las figuras de la l4mina 11, el trébol izquierdo
T, tiene torcimiento -3 y el derecho Tp,, +3.

D &

w(T)) =-3 w(Ty)

Lémina 11

Tenemos un nuevo polinomio asociadoa un enlace K

definido por
filx) = (=) ® [K].

Este sf es un invariante de nudos, como es facil verifi-
car, ya que también es invariante bajo la jugada de Reide-
meister de tipo 1. En particular, tenemos

fri(0) = (PPl d) = albaac gk,
St el R S g

por lo tanto, el nudo trébol izquierdo T, y el nudo trébol dere-
cho T}, no son equivalentes, es decir, el nudo trébol no es an-
fiqueiral.

Puede probarse, para un nudo K, que el polinomio
fi(x) tiene siempre potencias muiltiplos de 4, por lo que
conviene simplificarlo, sustituyendo x por ¢4, para obte-
nerel llamado polinomio de Jones de K, Vi (t) = f#)enpo-

tencias de la indeterminada t, (véase Jones). En particular,

Vi (e) = 4304,
VTD(t) = ~t++t.

Se puede demostrar que para el valor absoluto n del po-
linomio de Jones que se alcanzaal tomart=~1,n= | V(-1)!,
se puede iluminar el nudo K con n colores como se explicé
enla primera parte de este trabajo. En el caso del trébol,

V(1) = =1V, =D Es un buen ejercicio calcu-
lar el polmomlo de Jones del nudo ocho K§, para obtener

Vi (1) = —t+l-r e,
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y verificar que | VKS(—l) | =5, que es el niimero cromati-
codeK..

4. Nudos y realidad

Hay diversas aplicaciones de la teorfa de los nudos en la
realidad. Brevemente mostraremos aqui un ejemplo. La
codificacién genética de un ser vivo la da su molécula de
dcido desoxirribonucleico, ADN, que se encuentra en el ni-
cleo de cada una de sus células. Esta molécula es una lar-
ga y delgada cadena helicoidal que, en algunos casos, es
circular, es decir, ignorando la hélice y la estructura qui-
mica local, se trata de una curva cerrada simple, que est4
anudada. Por ejemplo, éste es el caso para la bacteria Es-
cherichia coli; asimismo, una molécula de este tipo puede ser
producida in vitro a partir de una molécula lineal. Sien-
do la férmula quimica de esta molécula la misma, el nudo
(o enlace) que ésta forma puede variar; es decir, se pue-
den tener distintos isémeros de la molécula, que corres-
ponden a variedades biol6gicas diferentes. Hay enzimas
naturales llamadas topoisomerasas, que actan en forma

especifica en cruces de la molécula cambiando los pasos

superiores por inferiores, como lo muestra la ldmina 12
(a esto se le llama recombinacién en sitio especifico [véase
Sumners]); es decir, cambian en forma controlada la mo-
lécula de ADN por un isémero que, como nudo, es, en gene-
ral, distinto. Estas enzimas tienen distintos nombres, de
acuerdo con la forma como actdan.

0
N

Lémina 12

No sé6lo ha habido aplicaciones de la teoria de nudos
en el estudio de la topologfa del ADN y, con ello, para la pre-
diccién del tipo topolégico de la molécula resultante, sino
que los propios problemas que plantea la manipulacién ge-
nética han impulsado la investigacién en teoria de nudos
para darles respuesta matemética. La l4mina 13 muestra un
enlace (catenane) producido por la enzima Tn3-resolvasa
en ADN de forma 1y nudos trébol izquierdo y derecho de

dsADN generados por la topoisomerasa de ApN de E. coli que
actia en ADN de forma 11. ¢
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Lémina 13
Catenane producido por Tn3-resolvasa

Nudos trébol izquierdo y derecho de
actuando en AN de formal

dsapn generados por fopoisomerasa de
Aon de E. coli actuando en Ao de forman
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