Probabilidad, canicas en urnas
y estadistica de la (bio)diversidad

J. ANDRES CHRISTEN

i alguna vez hemos tomado un curso de probabilidad

o, engeneral, de matemiiticas, gran parte de dicho cur-

50, si no es que todo, nos la pasamos diciendo: “y todo
esto, zpara qué?” Lo que recordamos de algtin curso de pro-
babilidad son planteamientos como: “Si las placas de los
coches se identifican con tres letras y tres nimeros, jcusl es
el ndmero total de las placas posibles si ninguna letra pue-
de usarse mds de una ocasion en la misma placa?, jcudl es el
nimero total sin esta restriccién?” También se presentan
los casos clésicos de barajas: *;Cudntas personas deben es-
cogeruna carta, cada una de diferente baraja, para tener una
probabilidad minima de 0.9 de que por lo menos se esco-
jaun as?”; o los tradicionales de canicas: “Se tiene una urna
con canicas rojas, verdes y azules. Se sacan tres canicas, una
ala vez, regresando cada una a la bolsa: ;Cuél es la proba-
bilidad de que la primera sea verde, la segunda azul y la ter-
cerarojal”

S, ciertamente estos problemas parecen no tener sen-
tido. Y mds nos lo parecen cuando abundamos en el estu-
dio de la probabilidad o la estadistica y nos damos cuenta
de que el resto del curso no tiene nada que ver (aparente-
mente) con barajas y canicas en urnas. Sin embargo, aun
cuando artificiales, estos ejercicios constituyen las bases
para resolver problemas mds complejos, de los que llama-
mos “de a de veras”. Un caso importante es el siguiente:
“Se tienen canicas de varios colores en una urna y se puede
sacar una canica a la vez regresando ésta a la urna: ;Cuén-
tos diferentes colores de canicas hay en la umna?””

En apariencia es un problema tonto. Podrfamos simple-
mente sacar canicas hasta que hayan salido todos los colo-
res. Pero, claro, el meollo del asunto es que no sabemos

cudntos colores hay. La pregunta entonces es: jcudndo de-
jamos de sacar canicas’

1. El ejercicio de clase

Pensemos un poco més en el problema. Por ejemplo, va-
Mos a Suponer por el momento que tenemos tres colores
de canicas en la urna, digamos, verde, rojo y azul. Mésan,
digamos que tenemos 30 canicas verdes, 30 canicas rojas
y 30 azules. Entonces, es claro que tendremos una proba-
bilidad de 1/3 de obtener una canica verde (el total de
canicas es 90, y hay 30 verdes, entonces 1/3 =30/90), una
probabilidad de 1/3 de obtener unarojayde 1/3 de obtener
una azul. Sacamos canicas y las regresamos a la una; el pro-
blema entonces lo podriamos resumir con la siguiente pre-
gunta: jcudntas canicas debemos de sacar para asegurarmos
de que hayan salido los tres colores?

Aun cuando éste parece un problema sencillo, resol-
verlono es nada trivial. Para evitar caer en complicaciones
técnicas y para agilizar la discusién, pensemos que ya hemos
sacado dos canicas y que salieron una verde y unaroja. Slo
faltarfa una azul. {Cusntas canicas més tendrfamos que sacar
para asegurarnos de que salga una azul? Intuitivamente po-
demos ver que, si sacamos dos o tres mds, €s posible que s6lo
salgan canicas verdes o rojas. La probabilidad de que salgaazul
es 1/3, entonces laprobabilidaddenosacarunacmﬁcaaaﬂm
1-(1/3)=2/3. La probabilidad de nosacar una canica azul
en dos intentos es (2/3) x (2/3) (la multiplicacién, por ser
eventos independientes), etcétera. Entonces, pensandoen
general, la probabilidad de no sacar ninguna canicaazul
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enn intentos seguidos es (2/3)". Esta probabilidad es aproxi-
madamente 0.66, 0.44, 0.29,0.19,0.13, paran=1, 2, 3, 4,
5 intentos respectivamente. Nétese que dicha probabili-
dad se va haciendo pequefia, lo cual coincide con la idea
intuitiva de que mientras més canicas saquemos, mds proba-
ble es que terminemos por sacar una canica azul. Sin em-
bargo, y esto es lo importante, (2/3)" es siempre un niimero
mayor que cero. Es decir, por més canicas que saquemos
(por m4s grande que sean), siempre existe la posibilidad de
que no salga una azul. Imaginemos por un momento que
no sabemos que hay tres colores y que sacamos 10 canicas,
y todas salen verdes y rojas (jesto es posible para nuestra ur-
na!) jNos detendriamos ahi y dirfamos que s6lo hay cani-
cas verdes y rojas!

El caso de nuestra urna es el caso simple, en el que hay
igual niimero de canicas para cada color, el caso homogé-
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neo. Podrfa ser mucho més complejo si a nuestra urna le
agregéramos, por ejemplo, una sola canica blanca (el caso
no-homogéneo); serfa muy dificil sacar dicha canica y f4-
cilmente pensarfamos que sélo habia tres colores. Por difi-
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cultades técnicas que estdn més alls de los alcances de este
articulo, no vamos a explicar con mayor detalle la solucién
de este problema. En los pérrafos anteriores s6lo quisimos
dar una descripcién somera de los elementos implicitos en
dicha solucién. En las siguientes secciones presentaremos
el problema real y c6mo se aborda, explicando brevemente
cudl es una solucién del mismo.

2. El problema real

Hasta ahora parece ser que estamos en un curso tradicio-
nal de probabilidad y estadistica, hablando de canicas en
urnas y esas cosas. Pero, ;qué tal si hablamos de vampiros
en la selva de Chiapas? ;Cudntas diferentes especies de vam-
piros hay? Este tipo de preguntas es comtin en estudios de
biodiversidad, donde se requiere, por ejemplo, sa-
ber sobre la ecologfa y el nimero y tipos de espe-
cies que habitan en una cierta region. Esto es muy
importante hoy en dfa para el manejo y conserva-
cién de reservas naturales y para estudios de im-
pacto ambiental, entre otras muchas cosas. Bueno,
para saber cudntas diferentes especies de vampiros
habitan cierta regién, loque se nos ocurre en prime- |
ra instancia es poner redes de captura y clasificara
los vampiros por especie. Cada vez que aparece una
especie nueva la anotamos y regresamos los ejem-
plares a su medio (no es necesario matarlos). (Nos

suena esto familiar?
;Qué tal si pensamos en la regién de estudio

e

comosi fuerauna urna y en cada vampiro comouna

canica? Cada color para las canicas serd entonces

una especie diferente, y sacar una canica serd cap-
turar un vampiro. En pocas palabras, nuestro pro-
blema de clase relativo a las canicas en umasseha

=

vuelto un problema con una aplicacién en larea-
lidad. Lo que es mds, hemos tomado como ejemplo
un problema de biodiversidad, pero hay muchos
otros &mbitos donde aparecen problemas dedi- |
versidad. Por ejemplo, tenemos un programade |
computadora (un software) y queremos saber cudn-
tos errores tiene. Lo corremos y vamos encontran-
do errores: jcudndo sabemos que ya no hay més
errores? ;Cusndo esti listo para entregarselo a nuestroclien-
te? En este caso, los errores son los colores de las canicasy
sacar una canica es toparse con un error. Otra aplicacién tie-
ne lugar en el campo de la lingiiistica, cuando se requiere
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conocerel ndmero total de palabras usadas por un
autor, Hay ademds otras muchas aplicaciones en
actividades tan diversas como la numismatica, laas-
wonomfa, la sociologia, etcétera.
| Notamos que fue “fécil" traducir el problemade
| umasycanicasa nuestro problema real de (bio)di-
r versidad. Sin embargo, el lector podra notar que
| spresenta una serie de simplificaciones al llevarse
acabodicha traduccion. Por ejemplo, podemos cap-
turar muchos vampiros al mismo tiempo, mientras
que noes permitido sacar muchas canicas simults-
! neamente. Puede ser el caso, también, que algunas
| especies se escondan en dias de lluvia, suponga-
| mos, yotras no. Esto es como si de repente algunas
canicas se escondieran entre las otras dentro de

rry

' laumna y nuestra mano sélo pudiera sacar cani-
casde ciertos colores. Sin embargo, el problema de

| lascanicas s lo que es: un modelo, relativamente

' sencillo, para un problema real, mucho més com-

" plejo.

ﬂ Si pensamos en un modelo a escala de una casa
(unamaqueta), éste seri muy diferente de la casareal.
En lugar de paredes de ladrillos y cemento se usa-
tén paredes de cartén, en lugar de ventanas con vi-
drios tendremos cuadritos con celofin, no serd del
tamafioreal, etcétera. Pero, precisamente, loqueno
queremos es la casa en si, sino un modelo de ella. El mode-
loes mucho mds ficil y rapido de hacer, lo podemos ver con

facilidad desde cualquier dngulo y podemos modificarloa  &mbito de los modelos probabilisticos.
Como dijimos, para poder hacer un modelo de nues-

tro problema de biodiversidad es necesario partir de varios
supuestos y simplificaciones. Se asume, entre otras cosas,
que las proporciones de individuos de las diversas especies
no varfan en el tiempo, o al menos durante el periodo de
estudio. Esto es, en la urna siempre hay el mismo nimero
de canicas de cada color. También se asume (en cierto sen-
tido) que las proporciones de individuos de cada especie son
aproximadamente iguales; es decir, se asume el caso homo-
géneo. Con estos y otros supuestos, m4s 0 menos técnicos, se
logra hacer un modelo del problema que se asemeja mucho
al problema de las canicas de colores en la urna.

que saquemos de la urna. Aun asf es posible hacer mode-
los mateméticos que incluyan esa aleatoreidad. Este es el

huestro antojo. No es la casa real, pero se le parece lo sufi-
ciente como para que podamos darnos cuenta de cémo ser4
cuando esté terminada. Y si no nos gusta la maqueta; pues
cambiamos el disefio de la casa modificando los errores del
disefio original. Un modelo matemético s parecidoauna
maqueta. No es el problema real, sino una gran simplifica-
cién de éste.

Asi pues, a nuestro problema de (bio)diversidad le
hemos hecho una “maqueta”. Nos imaginamos que captu-
Tar especies es como sacar una canica e identificar su color.
Asfse simplifican muchas cosas, pero, a la vez, tenemos la
posibilidad de avanzar, de utilizar la informacién disponi-
ble de manera coherente y hasta de predecir cosas. Este es
un proceso comiin en la ciencia, donde utilizamos modelos
mateméticos para abordar los problemas en estudio. Néte- 3. Curvas de acumulacién
s, sin embargo, que el problema del cual estamos hablando
tiene una naturaleza eminentemente aleatoria. Nunca sa-
bremos con exactitud de qué color ser4 la siguiente canica

Hay algunos casos en estudios de (bio)diversidad en que
se mantiene un registro del nimero de individuos vistos
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de cada especie. A titulo de ejemplo de un registro de este

tipo, podrfamos decir, por seleccionar algunos niimeros,
que al llegara la canica 30 se han visto nueve rojas, 11 ver-
desy 10 azules. Sin embargo, en estudios de biodiversidad
esdificil, ademés de laborioso, mantener un registro tan de-
tallado como ése. Lo que se hace es simplemente anotar si
seohsuvéunaeweclemneva,ﬂsm&,cadadfaseobsemla
redde capunayse anota el niimero de especies nuevas vis-
tas. No se anota cuéntos md,w:duos de cada especie son
vistos, s6lo si una nueva especie ha sido observada. Esto
de(odeom tipo deseres)no es trivial, represen-
‘ta una gran labor, muy diferente de la que entrafia distin-
guir entre colores decamcas.;
ﬂnmdempmmmvmpordia,sevaaamu-
landomehegxstroyse obtlme el niimero de especies vis-
tashmeldian Por ejemplo, el dfa 1 vimos 5 especies, el
d!azvmmsli especies nuevas, el dfa 3 vimos 4 nuevas espe-
cies y ast sucesivammj:e. Al acumular los datos tenemos
.‘" al llwamosSeapecm,ald{aZ 8 especies, al dfa 3,
 especies, etcétera. Podemos entonces graficar el nimero
deldfan con la cantidad de especies vistas hasta entonces.
Esto es lo que llamamos una curva de acumulacién. La gra-
ﬁmﬁm presentamos incluye un ejemplo de una curva de
acumulacién (los datos noson reales; se ofrecen tinicamen-
Isepm ﬂustrar el problema)
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Tenemos entonces que toda la informacién disponi-

ble para estimar el ndmero total de especies est4 conteni-
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vas. La curva se est4 “aplanando”. Por otro lado, vemos que
la curva crecié mucho, casi a un ritmo constante, del dia 1
al dfa 15 0 20. Entonces pensamos lo siguiente: si la curva
estd creciendo, adn faltaran especies por ver. Si la curvaya
se estabiliz6, ya no habra muchas mas especies por ver. Por
lo tanto, importa no sélo el total de especies vistas, 0 sea, has-
ta dénde lleg6 la curva, sino la forma de ésta y la manera
en que crecid.

Nosotros (el autor y sus colegas) hemos abordado este
problema de la manera siguiente: se plantea un modelo pro-
babilistico que describe los saltos en la curva de acumu-
lacién, esto es, el niimero de especies nuevas vistas cada
dfa. Tomando varios supuestos, se llega a un modelo, nomuy
complejo,! que describe dichos saltos. Uno de los pardme-
tros del modelo es el total de especies. Dicho pardmetro
es estimado a través de métodos estadisticos, con lo que ob-
tendremos una estimacién del nimero total de especies,
esto es, las especies vistas mas una estimacion de las que fal-
tan por ver. La estimacién toma en cuenta la manera en que
evolucioné la curva de acumulacién, lo cual coincide per-
fectamente con lo expuesto anteriormente, sin embargo,
dados los alcances de este articulo, no abundaremos mésen
los detalles técnicos de esta estimacion.

La estimacién del niimero total de especies (por el tipo
de estad(fstica usada) es una probabilidad para cada nime-
ro posible del total, a partir del nimero de especies vistas.
Esto es, en el caso de la curva de acumulacién presentada
en la gréfica, se observaron 57 especies distintas. La pro-
babilidad de tener un niimero total de especies menor que
57 es O (obviamente). La estimacién de la probabilidad de
tener un ntimero de especies de 57 a 63, resulta ser (redon-
deando) de 0.02, 0.05, 0.07, 0.09, 0.1, 0.09 y 0.08. Esta
probabilidad sube y luego baja, situdndose el méximo en
61 especies (esto es, 0.1). Después de 80 especies resulta
que la probabilidad es menor que 0.004. Si sumamos las
probabilidades de tener desde 57 hasta 72 especies, acumu-
lamos més de 0.9. Lo anterior significa que con una proba-
bilidad de més de 0.9 (90%) esperamos que existan entre
57y 72 especies en nuestra regién (15 especies més de las
observadas hasta ahora).?

Por lo explicado antes en relacién con el problemade
las canicasen laurna, siempre cabe la posibilidad de queno

L Es decir, “no muy complejo” en relacién con los modelos probabi-
lfsticos en general; desde luego que dicho modelo es demasiado técnico para
ser explicado aquf. |

21 os cAlculos pertinentes para las estimaciones fueron llevados a cabo
en una computadora personal usando el lenguaje Lisp.
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hayamos visto algiin color de canica, esto es, alguna especie
(ovarias). Esto se refleja en nuestros resultados, pues siem-
pre hay una probabilidad positiva para cualquier total de
especies, por grande que éste sea. De hecho, es necesarioque
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establezcamos un miiximo para el total de especies (cosa
que es posible en estudios de biodiversidad, porque el ni-
mero de especies de cualquier indole es siempre finito).

4. ;Cudndo parar?

Atn queda por plantear la pregunta fundamental: jcudndo
parar! Usando nuestro modelo, y diversas técnicas estadfs-
ticas, que no explicaremos en detalle, hemos podido hacer
unaestimacién del niimero de especies nuevas por ver en fu-
turos dfas. Por ejemplo, refiriéndonos a la curva de acumu-
lacién presentada en la grifica podemos preguntamos qué
pasarfa si nos quedamos cinco dias més buscando especies
nuevas. Resulta entonces que la probabilidad de observar
cero especies nuevas es (redondeando) de 0.3. Para 1, 2,
3,4y 5 especies nuevas dicha probabilidad es (redondean-
do) de 0.3, 0.2, 0.1, 0.03 y 0.01, respectivamente. Vemos
entonces que tenemos una probabilidad aproximada de 0.9
de ver tres especies nuevas, 0 menos, en cinco dias més de
observacién.’

Qué tan caro, 0 qué costo representa, quedarmnos cinco
dias m4s en la selva para encontrar unas dos o tres especies
mé4s de vampiros’ Esa es la cuestion principal aqui. Dadas

3 Véase lanota 2.
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las probabilidades obtenidas para el ndmero de especies
nuevas por ver, jqué tan costeable es que sigamos mues-
treando o no? La pregunta ;cudndo parar?, no se puede
contestar en abstracto, tendrd que formularse en térmi-
nos de lo que representa
= observar nuevas especies,
esto es, el costo de hacer-
lo. En el caso de la urna,
Cuesta muy poco sacar una
canica, anotar su color y
regresarla a laurna. Dard
casi lo mismo sacar cinco
que 10 més. Sin embargo,
en estudios de (bio)diver-
sidad muestrear puede ser
muy costoso. Entonces,
puede y debe hacerse un
andlisis de costo-benefi-
cio para tener un punto
6ptimo para detenerse en
la bisqueda de nuevas es-
pecies, en caso de que la informacién extra que se podria
obtener sobre el total de especies no justifique su costo.

Como vemos, el problema de clase sobre las canicas de
colores en urnas represent la base para resolver un proble-
ma real, complejo e importante. A nosotros siemprenosin-
teresa llevar al salén de clase aplicaciones donde se usen Ias
técnicas en estudio. La probabilidad y la estadisticason dis-
ciplinas indispensables para abordar problemas relevantes,
yaseade lacienciay la técnicaode lavidacotidiana. Los cur-
sos de probabilidad y estadistica nos abren las puertasaun
mundo poderoso, de conceptos profundos y grandes reper-
cusiones, aun cuando los ejercicios de dados, barajas y cani-
cas no nos lo muestren de golpe.

Desde luego que en esta exposicién solamente hemos
planteado el problema de la estimacién del niimero dees-
pecies. Si el lector requiere mds detalles técnicos, le suge-
rimos que nos contacte. Este trabajo atn est4 en desarrollo
y por el momento sélo hemos atacado el problema dentro
de una regién y en un tiempo limitados. Un aspecto muy
importante es observar el cambio de la biodiversidad en el
espacio y el tiempo para saber mas acerca de migraciones,
cambios temporales y/o locales de especies, entre otras co-
sas. Ademds, s6lo hemos considerado problemas de bio-
diversidad yes posible que el lector esté enfrentando otros
problemas de diversidad que rebasan ese campo. Nos gusta-
ria saber de ellos. ®
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