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l. El ejercicio de clase

Pensemos un poco más en el problema. Por ejemplo, va­

mos a suponer por el momento que tenemos tres colores
de canicas en laurna, digamos, veroe, rojo yazul. Más aún.
digamos que tenemos 30 canicas verdes, 30 canicas rojas
y 30 azules. Entonces. es claro que tendremos una proba­
bilidad de 1/3 de obtener una canica verde (el toral de
canicas es 90, y hay 30 verdes, entonces 1/3=30/90), una
probabilidaddel/3 de obtener una roja yde 1/3 de obtener
unaazul. Sacamos canicas y las regresamos alaurna; el pro­
blema entonces lo podríamos resumircon la siguiente pre­

gunta: ¡cu~tas caniGaS debemos de sacarpara asegurarnos
de que hayan salido los tres colores?

Aun cuando éste parece un problema sencillo, resol­
verlo no es nada trivial. Para evitarcaeren complicaciones
técnicas ypara agilizar la discusión, pensemos que ya hemos
sacadodoscani~ Yque salieron una vetde yuna roja. Sólo

faltarfa una azul. ¡Cuántascanicas más tendríamosque sacar
para as/gurarnos de que salgauna azul? Intuitivamente po­
demos ver que, si sacamos dos o tres más, es posibleque sólo
salgancanicasvetdesorojas. Laprobabilidadde quesalgaazul

es 1/3, entonces laprobabilidadde nosacarunacanicaazules
1-(1/3)=2/3. Laprobabilidad de no sacar una canica azul
en dos intentos es (2/3) x (2/3) (lamultiplicación, porser

eventos independientes), etcétera. Entonces. pensando en
general. la probabilidad de no sacar ninguna canica azul

cuántos colores hay. La pregunta entonces es: ¡cuándo de­

jarnos de sacar canicas?

•

Probabilidad, canicas en urnas
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S
i alguna vez hemos IOll",do un curso de probabilidad
o, en general, de malemátic,lS. gran parte dedichocur­
so, si no es que fOlh l, nos la pasamos diciendo: uy todo

esto, ¡para qué ro Lo ~lIe "'cotd:uTIOS de algún curso de pro­
babilidad son planteamientos como: "Si las placas de los
roches se identifican COll Ires letras ytres números. '¡cuál es
elnÚInero rotal de las placas posibles si ninguna lerra pue­
de usarse más de una .",asi'm en la misma placa? ¡cuál es el
número total sin esta restricción!" También se presentan

los casos clásicos de batajas: "¡Cuántas personas deben es­
coger una carta. cada una de diferente baraja. para tener una
probabilidad mfnima de 0.9 de que por lo menos se esco­
ja un as?'¡ o los tradicion,llcs de canicas: uSe tiene una urna

concanicas rojas, verdes yazules. Se sacan rres canicas, una

ala vez, regresando cada una a la bolsa: ¡Cuál es la proba­
bilidad de que la primera sea veroe. la segunda azul yla ter­

cera roja?"
Sí, ciertamence estos problemas parecen no tener sen,

tido. y más nos lo parecen cuando abundamos en el esru­
dio de la probabilidad o la estadfsrica y nos damos cuenra
de que el resto del curso no tiene nada que ver (aparente­
mente) con barajas ycanicas en urnas. Sin embargo. aun
cuando arrificiales. esros ejercicios constituyen las bases
para resolver problemas más complejos, de los que llama­
mos llde a de veras". Un caso importante es el siguiente:

"Se tienen canicas de varios colores en una urna yse puede
sacar una canica a la vez regresando ésta a la urna: ¡Cuán­
tas diferenres colores de canicas hay en la urnar'

En apariencia es un problema tonto. Podrlamossimple­
mente sacar canicas hasta que hayan salido todos los colo­
res. Pero, claro, el meollo del asunto es que no sabemos
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2. El problema real

cultades técnicas que están más allá de los alcances de este

artículo, no vamos a explicarcon mayor detalle la solución

de este problema. En los párrafos anteriores sólo quisimos

dar una descripción somera de los elementos implícitos en

dicha solución. En las siguientes secciones presentaremos

el problema real y cómo se aborda, explicando brevemente

cuál es una solución del mismo.

Hasta ahora parece ser que estamos en un curso tradicio­

nal de probabilidad y estadística, hablando de canicas en

urnas y esas cosas. Pero, ¿qué tal si hablamos de vampiros

en la selva de Chiapas? ¿Cuántas diferentes especiesde vam­

piros hay? Este tipo de preguntas es común en estudios de

biodiversidad, donde se requiere, por ejemplo, sa­

ber sobre la ecologra y el número y tipos de espe­

cies que habitan en una cierta región. Esto es muy

importante hoy en dra para el manejo y conserva­

ción de reservas narurales y para estudios de im­

pacto ambiental, entre otras muchas cosas. Bueno,

para saber cuántas diferentes es!,,-'Cies de vampiros

habitan cierra región, lo que se nos ocuneen prime­

ra instancia es poner redes de captura yclasificar a

los vampiros porespecie. Cada vez que aparece una
especie nueva la anotamos y regresamos los ejem­

plares a su medio (no es necesario matarlos). ¿Nos

suena esto familiar?

¡Qué tal si pensamos en la región de estudio

comosi fuera una urnayen cada vampiro como una
canica? Cada color para las canicas será entonces

una especie diferente, ysacar una canica será cap..

turar un vampiro. En pocas palabras, nuestro pro­

blemade clase relativo a las canicas en urnas se ha
vuelto un problema con una aplicación en la rea­

lidad. Loque es más, hemos tomado comoejemplo

un problema de biodiversidad, pero hay muchos

otros ámbitos donde aparecen problemas de di­
versidad. Por ejemplo, tenemos un programa de
computadora (un software) yqueremos sabercuán­

tos errores tiene. Lo corremos y vamos encontran-

do errores: ¡cuándo sabemos que ya no hay más

errores?¡Cuándoestá listo para entregárselo a nuestroclien­

te? En este caso,los errores son los colores de las canicas y

sacaruna canicaes toparse con un error. Otra aplicación tie­

ne lugar en el campo de la lingüfstica, cuando se requiere

neo. Podrra _1II1dlO Illlia complejo si a nueatIa urna le

.....lkJlI, porejemplo,unasola canlcablanca (el caso
no-homoFneo); serfamuydiffcilllllC8fdic:ha canica y fá­
d\mentepallllrfamolquea6lohabfatmlco\ores.Pordift•

enn intent05seguidos es (2/3)n. Esta probabilidad es aproxi­

madamenteO.66, 0.44,0.29, 0.19, 0.13, para n=1, 2, 3, 4,
5 intentos respectivamente. Nótese que dicha probabili­

dad se va haciendo pequefía, lo cual coincide con la idea

intuitivade que mientras más canicas saquemos, más proba­

ble es que terminemos por sacar una canica azul. Sin em­

baIgo, y esto es lo importante, (2/3)n es siempre un número

mayor que cero. Es decir, por más canicas que saquemos

(por más grande que sean), siempre existe la posibilidadde

que no salga una azul. Imaginemos por un momento que

no sabemosque hay tres colores y que sacamos 10 canicas,

y todas salen verdes y rojas (¡esto es posible para nuestra ur­

na!) ¿Nos detenc!rfamos ahí y diríamos que sólo hay cani-

cas verdes y rojas? ..-

El casode nuestra urna es el caso simple, en el que hay

igual número de canicas para cada color, el caso homogé-
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conocerel número total de palabras usadas por un

autor. Hay además otras muchas aplicaciones en

octividades tan diversas como la numismática, la as­

tronomía, la sociología, etcétera.

Notnnos que fue "fácil" traducir el problemade

urnas ycanicas anuestro problema real de (bio)di­

versidad. Sin embargo, el lector podrá notar que

sepresenta unaserie de simplificaciones al llevarse

acabodicha traducción. Porejemplo, podemoscap­

nrrarmuchos vampiros al mismo tiempo, mientras

que nDes pennitido sacar muchas canicas simultá­

neamente.·Puede serel caso. también, que algunas

especies se escondan en días de lluvia, suponga­

1OCli, yotras no. Esto es como si de repente algunas

canicas se escondieran entre las otras dentro de

la urna y nuestra mano s....lo pudiera sacar cani­

cas de cienoscolores. Sin embargo, el problema de

las canicas es lo que es: un mexlelo, relativamente

sencillo, para un problema real, mucho más com­
plejo.

Si pensamos en un modelo aescala de una casa

(tmamaqueta), éste será muydiferentede la casa real.
En lugarde paredes de ladrillns ycemento se usa­

ránparedesde canón, en lugar de ventanas con vi­

drias tendremos cuadri1os con celofán, no será del

tamaño real, etcétem. Penl l precisamente, loque no

queremos es la casa en sí, sino un modelo de ella. El mode­

loes mucho más fácil yrápido de hacer, lo podemos ver con

facilidad desde cualquier ángulo y podemos modificarlo a

nuesao antojo. No es la casa real, pero se le parece lo sufi­
ciente como para que podamos darnos cuenta de cómo será

cuando esté terminada. Ysi no nos gusta la maqueta; pues

cambiamos el diseño de la casa modificando los errores del

diseño original. Un modelo matemático es parecido a una

maqueta. No es el problema real, sino una gran simplifica­
ción de éste.

Así pues, a nuestro problema, de (bio)diversidad le

hemos hecho una "maqueta". Nos imaginamos que captu­

rar especies es como sacar una canica e identificarsu color.

Así se simplifican muchas cosas, pero, a la vez, tenemos la

posibilidad de avanzar, de utilizar la información disponi­

ble de manera coherente yhasta de predecir cosas. Éste es

un proceso común en la ciencia, donde utilizamos modelos

matemáricos para abordar los problemas en estudio. Nóte­

se, sin embargo, que el problema del cual estamos hablando

tiene una naturaleza eminentemente aleatoria. Nunca sa­

bremos con exactitud de qué color será la siguiente canica

que saquemos de la urna. Aun así es posible hacer mode­

los matemáticos que incluyan esa aleatoreidad. Éste es el

ámbito de los modelos probabilísticos.

Como dijimos, para poder hacer un modelo de nues-·

ero problema de biodiversidad es necesario panirde varios

supuestos y simplificaciones. Se asume, entre otras cosas,

que las proporciones de individuos de las diversas especies

no varían en el tiempo, o al menos durante el periodo de

estudio. Esto es, en la urna siempre hay el mismo número

de canicas de cada color. También se asume (en cierro sen­

tido) que las proporciones de individuosde cadaespecieson

aproximadamente iguales; es decir, seasume el casohomo­

géneo. Con estos yotros supuestos, más o menos técnicos, se

logra hacer un modelo del problema que se asemeja mucho

al problema de las canicas de colores en la urna.

3. CUnJ<lS de acumulación

Hay algunos casos en estudios de (bio)diversidad en que

se mantiene un registro del número de individuos vistos

+9+
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de cada especie. A título de ejemplo de un registro de este

tipo, podrfamos decir, por seleccionar algunos números,

que al llegara lacanica30sehan visto nueve rojas, 11 ver­

desViO azules. Sin embargo, en estudios de biodiversidad

esdiffci\, ademásde laborioso, mantenerun registro tande­

tallado como ése. 1.0que se hace es simplemente anotar si

se observó una especie nueva. Esto es, cada díase observa la

redde captura Vseanota elnúmerode especies nuevas vis­

tas. No se anotacuántos individuos de cada especie son

vistos, IÓIo si una nueva especie ha sido observada. Esto

ahonamucho tiempo Vesfuerzo: distinguir entre especies

de VlIIIIpiroe (odeoao tipodeseres) noes trivial, represen­

ta una gran labor, muy diferente de la que entraña distin·

guir entre colores de canicas.
EltlÚ1llllrodeespeciesnuevas,visQ;pordía, sevaacumu·

Iandoenel registro Vse obtiene el número de especies vis­
tas hastaeldía TI. Por ejemplo, el día 1vimos 5 especies, el

día 2vimos3 especiesnuevas,el día 3 vimos 4nuevas espe­

cies y as{ sucesivamente. Al acumular los datos tenemos

quell1día l11evamos5 especies, al día 2, 8 especies, aldía3,

12especies, etcétera. Podemosentoneesgraflcar el número

deldrancon lacantidadde especiesvistas hasta entonces.
Estoes loque llamamos unacurvade acumulación. Lagrá­

&aque presentamos incluye un ejemplo de una curva de

acumulación (losdatosnosonreales; se ofrecenúnicamen­
te pam ilustrar el problema).
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Tenemos entonces que roda la infmnaeión disponi.
ble pelaestimarel ndmero t¡)ta\ de especies está conteni­

damlac:urvade..._J\Bción. De lagrli6ca se desprende
qlIes-eldfa4S05O,aaBlIOenconaamotespecies nue-

vas. La curvase está "aplanando". Por Otro lado, vemos que

la curva creció mucho, casi a un ritmo constante, del día 1

al día 15 o 20. Entonces pensamos lo siguiente: si la curva

está creciendo, aún faltarán especies por ver. Si la curva ya
se estabilizó, ya no habrá muchas más especies por ver. Por

lo tanto, importa no sóloel total de especies vistas, osea,has­

ta dónde llegó la curva, sino la forma de ésta y la maneta
en que creció.

Nosotros (el autor ysus colegas) hemos abordado este

problema de la manera siguiente: se plantea un modelo pro­

babilístico que describe los saltos en la curva de acumu­
lación, esto es, el número de especies nuevas vistas cada

día. Tomando varios supuestos, se llega a un modelo, no muy
complejo, l que describe dichos saltos. Uno de los paráme.

tros del modelo es el total de especies. Dicho parámetro

es estimado a través de métodos estadfsricos, con lo que ob·
tendremos una estimación del número rotal de especies,

esto es, las especies vistas más una estimación de las que fal­
tan por ver. La estimación toma en cuenta la manera enque

evolucionó la curva de acumulación, lo cual coincide per­

fectamente con lo expuesto anterionnente, sin embargo,

dados los alcances de este artfculo, no abundaremos más en
los detalles técnicos de esta estimación.

La estimación del número total de especies (porel tipo

de estadística usada) es una probabilidad para cada núme·
ro posible del total, a partir del número de especies vistas.

Esto es, en el caso de la curva de acumulación presentada
en la gráfica, se observaron 57 especies distintas. La pro­
babilidad de tener un número totaIde especies menor que

57 es O(obviamente). La estimación de la probabilidadde
tener unnúmero de especies de 57 a 63. resulta ser (redon·
deando) de 0.02, 0.05, 0.07, 0.09, 0.1, 0.09 Y0.08. Esta
probabilidad sube y luego baja, situándose el máximo en
61 especies (esto es, 0.1). Después de 80 especies resulta

que la probabilidad es menor que 0.004. Si sumarnos las
probabilidades de tenerdesde 57 hasta 72 especies, acumu­
lamos más deO.9. Lo anterior significa que con una proba·

bilidad de más de 0.9 (90'JP) esperamos que existan entre
\

57 V72 especies en nuestra región (15 especies más de las
observadas hasta ahora).2

Por lo explicado antes en relación con el problemade
lascanicas en la urna, siempre cabe la posibilidad de que no

I Es decir, "no muy complejo" en relación con los modelos probabi­
1IItioooen general; desde luego que dicho modelo ..demasiado técnico para
ser explicado aquí. •

2Los cálculos pertinenres para las estimaciones fueron llevados a cabo
en una computlI<!oro pen;onal usando ellenguaie usp.
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hayamos visto algún color de canica, esto es, alguna especie
(ovarias). Estose refleja en nuestrOS resultados, puessiem­

pre hay una probabilidad positiva para cualquier total de
especies, porgrande que éste sea. De hecho, es necesarioque

establezcamos un m,\Xin", para el total de especies (cosa
quees posible en estudios de biodiversidad, porque el nú­
mero de especies Je cual4uier índole es siempre finito).

4. ¿Cuándo parar?

Aún queda por plantear la pregunta fundamental: ¡cuándo
parar? Usando nuestro modelo, y diversas técnicas estadfs­
ticas, que no explicaremos en detalle, hemos podido hacer
una estimación del númerode especies nuevas porverenfu­
turos días. Por ejemplo, refiriéndonos a la curvade acumu­
lación presentada en la gráfica podemos preguntamos qué
pasaría si nos quedamos cinco días más buscando especies
nuevas. Resulta entonces que la probabilidad de observar
cero especies nuevas es (redondeando) de 0.3. Para 1, 2,
3,4 y5 especies nuevas dicha probabilidad es (redondean­
do) de 0.3,0.2,0.1,0.03 Y0.01, respectivamente. Vemos
entonces que tellelllUS una probabilidad aproximadade 0.9
de ver tres especies nuevas, o menos, en cinco días más de

observación.J

¡Qué tan caro, oqué costo representa, quedarn05 cinco
días más en la selva para encontrar unas dos o tres especies
más de vampiros? Ésa es la cuestión principal aquí. Dadas

J Véase la nota 2.

las probabilidades obtenidas para el número de especies
nuevas por ver, ¡qué tan costeable es que sigamos mues­

treando o no? La pregunta ¡cuándo parar?, no se puede
contestar en -abstracto, tendrá que formularse en térmi-

nos de lo que representa
observar nuevas especies,
esto es, el costode hacer­

lo. En el caso de la urna,
cuesta muypoco sacar una

canica, anotar su color y
regresada a la urna. Dará
casi lo mismo sacarcinco
que 10 más. Sin embargo,
en estudios de (bio)diver­

sidad muestrear puede~r
muy costoso. Entonces,

puede ydebe hacerse un
análisis de costo-benefi­
cio para tener un punto
óptimoparadetenerse en
la búsqueda de nuevas es­

pecies, en caso de que la información extra que se podrfa
obtener sobre el total de especies no justifique su costo.

Como vemos, elproblemade clase sobre las canicasde
colores en urnas representó labase para resolver un proble­
ma real, complejo e importante. A n05Otros siempre nos in­
teresa llevar al salónde clase aplicaciones donde se usen las
técnicas en estudio. La probabilidadylaestadística son dis­
ciplinas indispensables para abordar problemas relevanres,
ya seade lacienciay la técnicaode lavidacotidiana. Loscur­
sos de probabilidad yestadística nos abren las puertas aun
mundo poderoso, de conceptos profundos ygrandes reper­
cusiones, aun cuando los ejercicios de dados, barajas ycani­

cas no nos lo muestren de golpe.
Desde luego que en esta exposiciónsolamentehemos

planteado el problema de la estimación del número de es­
pecies. Si el lector requiere más detalles técnicos, le suge­
rimos que nos contacte. Este trabajo aún está en desarrollo
ypor el momento sólo hemos atacado el problema dentro
de una región yen un tiempo limitados. Un aspecto muy
importante es observar el cambio de la biodiversidad en el
espacio yel tiempo para saber más acerca de migraciones,
cambios temporales y/o locales de especies, entre otras ea­

sas. Además, sólo hemos considerado problemas de bio­
diversidad yes posible que el lectoresté enfrentando otros
problemas de diversidad que rebasan ese campo. Nosgusta­

rfa saber de ellos. +

+11+


