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de los sistemas dinámicos
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cómo se modeJa eJ movi­
un i rema Clótico donde se

El gl'2n triunfo de 1 ewton (1642-1727) consistió en
m tl'2rnos la manel'2 de modelar matemáticunenre eJ mo­
vimientO. 1...:1 ida es mu sencilla: para tÚscribir ti movimim­
10 basta conour la ·,nuknci4 tÚ tSU movimimto" m cada uno
tÚ rus punuJS.

Ilustremos con un ejemplo tal noción. Supóngase que se
conoce la e10cidad del ¡ento en la península de Yucatán
en un momento dado que el vlento se mantiene soplando
de forma con tante dUl'2nre una hora. Luego de soltar un
planador sobre zumcl. queremos saber su trayectOria
dUl'2nte una hol'2. En la ngul'2 I describimos un "cunpo de
velocidades": las Aechas indican la dirección y la magnitud

de la velocidad de la partícula ubicada en la base de la flecha.
Las llneas continuas describen la trayectoria de diferentes
planeadores al salir de distintas posiciones al fluir ante este
campo de velocidades. El sistema dinámico es el fluir del
aire, que tiene la velocidad especificada por el campo tÚ vtLoci­
dtuksdado.

A partir de lo establecido por Newton, conocer las
velocidades del viento en cada punto de la península de Yu­

cacln es información suficiente para describir cómo fluye el
aire en la zona. De hecho, es una forma muy compacta de

describir todo el flujo de aire, al especificar tan sólo la veloci­
dad en cada punto. Pero esta "poca información" es suficien­
te para poder deducir de ella todo el flujo.

La potencia de las matemáticas radica en su poder de
abstracción: un fenómeno que entendemos muy bien, si
abstraemos su esencia, lo vamos a entender igualmente bien,
así como otros hechos enmarcados dentro de tal abstracción.
Es decir, si en lugar de la península de Yucatán, decimos que
U es un "espacio" (el valle de México o unas variables de na­
turaleza económica, ecológica, física, etcétera), allí un "cunpo
de velocidades" nos señala cuál es la "tendencia" de los pun­
tos de U a moverse. Esta tendencia de movimiento o campo
de velocidades da origen a un flujo, el cual consiste en la
"evolución" de los puntos p(t) respecto al tiempo, de tal for­

ma que tengan por velocidad el campo de velocidades con­
siderado. Este flujo en U es el sistema dinámico, el cual queda

especificado por el campo de velocidades en U. Hay tantos
sistemas dinámicos como campos de velocidades. El tÚstino
tÚ un punto consiste en Los valores de su evolución p(t) para titm­
pos t muy grandes (que tienden a infinito).

La clave para modelar el movimiento entonces consisten en
qUt un "campo de velocidades" da origen a un 'Jiuir" y con tste
flujo estamos modelando la evolución temporal de Los puntos.

Veamos ahora cómo los sistemas dinámicos contienen
de hecho tanta información, que necesitarnos deshacernos de

gran parte de ella para conservar exclusivamente lo "esencial"
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saliendo en una trayectoria determinada y la orra a

qué hora ocurrirá. Para acentuar la diferencia entre am­
bas partes, pensemos que en lugar de un planeador
nuestro sistema dinámico representa trenes que van
recorriendo unas vías férreas. Según la observación
anterior, toda la península de Yucatán está cubier-
t "í l'é "a por vas re rreas que nunca se imersecan o bifurcan.
Por cada vía circula un trenecito con un "irinerario" de­
termi.nado. El sistema dinámico comprende tanto la
descripción geométrica de las vías férreas como la co­
lección de todos los itinerarios de la roralidad de
trenes que recorren las disrintas vías.

Al darnos cuenta de la riqueza de la informaci6n
contenida en la figura 1 -vías. irinerari ....- y al
observar la imagen, advertimo que I inf! rma i6n
"esencial" consiste en que tOO l ví ~rre:lS ricnen
como destino final la "Esta i6n ntral j del hura­
cán". La informaci6n esen i 1del i em din mi o
de la figura 1 la constituye el hech de que rod I
trayectorias tienden al úoi "pum d uilibri"
del sistema.

La primera implifl
se consiste en ignorar 1
sólo considerar 1 v( .
más bien nos aligera la

dinámico, pues uno ólo e iore en
de cada vía férrea, la diferen' de

otras y el modo en que tad eH en njunc
totalidad de U. Éste e un problrm g I Itri di rdmo ¿
vías de tren descomponen el espnao dOlt ató d<'jillúl() el
sistema dinámico. En este pum nvi n 1.I;l r·
tación del matemático fraoc Henri ~ in ·1 (1 ),
quien introdujo el enfoque cuaJi tiv Uc:' 1ll1l

sólo interesa ver la descomposici6n r v(

un topólogo y no como las considera un m

do del topólogo el espacio U J fUJ tlWftrmu fU "4DmUlT'U'

como si fueran de un material elástico. pn"O no se PUtt/n1 rom­
per, rasgar opegar.

Por ejemplo, el sistema dinámico de la fi l'lI 1 "cu;¡Jj·

tativamente equivalente" a cualquier ottO en el C\W Iu)'ll r.ln
sólo una "estación central" y todas las v( concluyan:al llegar a
esa terminal. Para un topólogo la única infonn '6n relevante

es que las vías tienden a ir a la estación y no le interesa ber 1

localización precisa de las vías, cómo se escln doblando mu-
cho menos el itinerario dd trenecito que viaja re dIas.

Una propiedad de un sistema dinámico J4inUú ni Upor
el campo de velocidtuús v es pmistenu si aqull14 es vdJiJa panz
los sistemas dinámicos obtenUús en campos de wlomJmJet urca­

nos a v. Propiedades no persistentes resuJcan muy diRciles de

observar en la naturaleza debido a que pequeñas variaciones
del sistema las hacen desaparecer. ObsnvtmU1s t4n 14/4 lo
persistente.

Comprender cualitativamente un sistema dinimico con-

siste en comprender la imagen dd espacio U y su m-

Figura 1. Campo de velocidades y algunas trayectorias del Rujo en la península de
Yucaron

del movimiento. Para esto, vamos a introducir un punto de
vista "cualitativo" en la matemática (¡que es la reina de lo

cuantitativo!) .
Hay varios hechos sorprendentes que resaltan de un aná­

lisis de la figura 1:
1) Las distintas trayectorias (curvas continuas en la figura 1)

no se intersecan. Es decir, no hay colisiones de trayectorias: dos
moléculas, al fluir por la península de Yucatán, nunca van a

coincidir en un mismo punto. Este hecho notable resulta vá­
lido en general: las trayectorias descritas por un sistema dinámico

nunca coinciden en un mismo punto, lo cual constituye un
requisito exigido a un modelo acorde con el "determinismo
de la ciencia'. El conocimiento de la ley de evolución con un de­

terminado condicionante inicial es suficiente para conocer

la evolución en todo tiempo. De hecho si dos de aquellas
trayectorias se intersecaran, una partícula localizada en tal

punto de intersección tendría la opción de seguir cualquiera

de las dos, pero ¿quién le ayuda a escoger? Una piedra, al caer

por gravedad, no tiene opción: cae y obedece la ley de la

gravedad. Nunca duda, nunca tiene oportunidad de escoger.
Uno sigue la ley, y punto. Esto es el determinismo de la cien­
cia y matemáticamente se refleja en el hecho geométrico de
que las distintas trayectorias de un sistema dinámico ¡jamás
se intersecan!

2) El sistema dinámico comprende dos partes: la descrip­
ción geométrica de !as trayectorias del movimiento -fas curvas
continuas de !a figura 1-y el "itinerario" que nos revela en qué
parte de la trayectoria nos encontramos en un tiempo t. La pri­
mera información permite saber por dónde va uno a pasar
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posición en vías férreas desde la perspectiva de un topólogo, en
un mundo elástico. Dos sistemas dinámicos son cualitativa­
mente el mismo si sus vías férreas resultan topológicamente en
la misma descomposición del espacio U. Un sistema dinámi­
co es estructuralmente estable si su descomposición cualitativa en
vías férreas es persistente, es decir si para todo campo de veloci­
dLuús v' cercano a v /as tÚJs descomposiciones en víasférreas son
cualitativamente la misma (topológicamente, en un mundo
elástico). En este caso, la estructura de las vías férreas es tan
fuerte, hay tanta cohesión entre todas ellas, que ligeras per­
turbaciones en el campo de velocidades no rompen estructura

tan fuerte.
Por ejemplo, la figura 1 representa un campo estructural­

mente estable, pues un atractor como el dibujado sólo puede
deformarse en otro atractor global. Es decir: un huracán no
desaparece, tal vez se mueva el ojo, pero para desaparecer
primero tiene que disminuir su intensidad.

Decimo que un sistema dinámico definido en el espacio
Ufluye con orden si es estructuralmente establey podemos dividir
U en un número finito de piezas, de talforma que el destino de
/os puntos de cada pieza sea el mismo. Es decir, sólo hay un
número finito de "destinos" -puntos de equilibrio y movi­
miento periódicos- a los cuales tienden todas las otras vías
y ca p rti ión persi eente ante pequefias perturbaciones
del campo de velocidades. La clasificación cualitativa de estos
i e m e r duce a data combinatoria finita y es posible

con ¡derarlo como "bien entendidos".
i la dimen ión del espacio U es 2, entonces los sistemas

din mic que fluyen con orden son casi todos; sin embar­
g ,a p reir de dimensión 3 ya hay siseemas cales que ningu­
na pequefia perturbación fluye con orden. ¿Cómo será un
sistema estructuralmente estable que no fluya con orden?¡Ha de
tener una dinámica complicada e indestructible!

2. Sisternlls dinámicos caóticos

Los sistemas dinámicos son modelos matemáticos compati­
bles con el "deeerminismo de la ciencia" y sorprende que
aparezca aquí la palabra caos. ¿Cómo entró el caos en la

matemaeización misma del determinismo de la ciencia? La
rtZZÓn de la presencia del caos es que el tiempo es infinito.

Considerado un sistema dinámico definido en el es­

pacio U, una zona Z de U tiene dinámica caótica si el destino
de /os puntos que la constituye es muy sensible a la condición de
partida y hay una abundancia de diferentes destinos. La pri­
mera condición puede expresarse diciendo que "no hay com­
pañerismo en Z", es decir, tÚuÚJs dos puntos en Z, sin importar
cudn Cert:/l1UJS rmáten, en un momento de su evolución se separan
una magnitud macroscópica. La combinación de falta de com­
pafierismo y abundancia de destinos claramente justifica el
nombre de caos. En los sistemas con orden de la sección an­

terior no hay caos, pues tan sólo hay un número finito de di­
ferentes destinos.

La dinámica caótica en Z es persistente si alperturbar li­
geramente el campo de direcciones v que define la dinámica a
v' hay un subconjunto Z' donde la dinámica de v' es cualita­
tivamente la misma que la de Z. El caos persistente es el que
observamos en la naturaleza, pues el caos no persistente no
vive suficiente tiempo como para ser susceptible de visuali­
zación.

El siguiente sistema dinámico con caos persistente es d más
sencillo posible. Para tratar de simplificarlo al máximo, pre­
sentaremos como ejemplo un sistema dinámico con tiempo
discreto, y no con tiempo continuo, como hemos explicado

hasta ahora. Esto quiere decir que, en lugar de que el tren
efectúe su recorrido con tiempo continuo, tiene paradas cada
determinado tiempo. La ley de evolución ahora es unafunción f:
U ~U que señala cuál es elpunto donde p se transforma en f(p)
después de unproceso de evolución. La dinámica se obtiene alaplicar
repetidas veces la f, en unproceso que denominamos ''itera,: El "des­
tino" de un punto p es su evolución en tiempos muy grandes-ten­
diendo a infinito.

Lo único que vamos a necesitar de las matemáticas es el
concepto de que "todo número tiene expansión decimal".
Sea 1 = [0,1] el segmento en los números reales que se
encuentran entre Oy 1. Los puntos de 1 los podemos repre­

sentar en su expansión decimal 0.ala2~a4"" donde cada a.
es un dígito 0,1, ... ,9. Dos números en 1 están cercanos si en
su expansión los primeros dígitos son iguales. La cola de un
número consiste en los últimos dígitos de la expansión. Clara­
mente podemos encontrar puntos muy cercanos que tengan
colas muy distintas: coinciden en su primer millón de dígi­
tos y luego las expansiones son radicalmente distintas. En el
ejemplo que vamos a dar, el destino de un punto aparece

determinado por su cola, así que va a haber por todos lados
puntos que compartan el mismo destino -tienen la misma
cola, pero los primeros dígitos son distintos- y, a la vez,
puntos cercanos tendrán destinos completamente distintos
---coinciden en los primeros dígitos y no en la cola-o Clara­
mente hay un verdadero caos en la evolución de este sistema,
pues medimos cercanía por los primeros dígitos y el destino
por la cola de la expansión.

Nuestro ejemplo se apega a la ley de evolución f: 1~ 1
definida por

Es decir, que en la expansión decimal eliminamos el primer
tétmino, recortiendo todo lo demás. Es fácil ver que los puntos
[O, 0.1] entre Oy 0.1, cuando les aplicamos ¡; cubren todo el

intervalo 1-pues se obtienen de nuevo todas las expansiones
en decimales-. De modo parecido, cualquier intervalo de la
forma [0.5, 0.6] pues al eliminar el primer término --en este

caso el 5-volvemos a obtener todas las expansiones decimales.
Entonces, esta funciónf cubre 10 veces el segmento l La trans­

formación nos la podemos imaginar así: expandimos el intervalo

[O, 1] por 10, para obtenet el intervalo [O, 10] Yahora recubri-
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Se observa asimismo que si tengo un pUnto cuya expansión

es eventualmente periódica, digamos 0.2783235235235235...,
donde e! periodo 235 se repite al infinito. da origen a un
pUnto periódico de periodo 3 del sistema dinámico:

v

prime
¡en. y;¡

fofof(~ = Xi>xo = 0.235235235235 ...

Así, si nos dan un punto arbitrario x en /. podemos cons­

truir uno y con la misma expansión en el primer millón de

dígitos, y después le ponemos de cola uno periódico cual­

quiera que se repita indefinidamente. Eso quiere de ir que

hay puntos periódicos de periodo arbitrario y arbiuari mente
cerca de cualquier punto x.

Si imprimimos una pequeña perrurb ión al i rema

dinámico ¡; obtenemos orro i tema dinámi I itcrar una

función g cercana a j No resula diR iI r que amo

bas son cualitativamente igual • debid ue f expan i

-todo lo expande por 10--. ca p;lll ivi m ién la

hereda g y mediante dla mi m em h
para g parecido al código decimal que

que los dos códigos son I mi m y

equivalencia cualitativa de f y g.
En este ejemplo también qued

aproximacIOnes ---<:omo en un mpu

ver e! caos: si sólo consideram p n i n

mil dígitos y decimo que I n 1 ülLÍm
vemos la falta de comp ñeri m d ir. pune

comparten destinos muy di cinc mpu

han hecho accesibles las itera i n y. por

guiente, nos han permitid ver

este caso, sino también en mu

Los invito a convencer d I
plo y, luego, a tratar de en ontrar el
diario. Los experimentaJisras u n qu

lo que nos imaginamos, que en uent

Algunos detalles más de I a uf pu ~

contrar en la siguiente bibliograBa.•

mos con [O, 10] 10 veces e! intervalo original [O, 1] al "ignorar"

e! primer dígito.

Teorema: el sistema dindmico f tiene caos persistente en 1.
Como e! proceso consisre en eliminar e! primer término

cada va, entonces lo que está determinando e! destino es la

cola de la expansión. Por ejemplo los números

~--__._--~':_--....,....--__;;_<f__--~

Figura 2. Cambios de tipo cualitativo en sislenias dinámicos, producidos por
pequeñas perturbaciones

0.47234777777777777777 ,
0.29573777777777777777 ..

tienen e! mismo destino, dado que tienen la misma cola.

Nótese que si nos dan un número x podemos construir uno

z con la misma expansión decimal que x en e! primer millón

de dígitos, y luego le ponemos la cola que sea. Este punto se

encuentra extremadamente cerca de x y sin embargo su desti­

no al iterarf un millón de veces ya no tiene nada que ver con

e! que tenía x. Hay puntos arbitrariamente cercanos que ter­

minan por tener un destino completamente distinto de!

destino de! punto original.

No es difícil verificar que aquí no hay compañerismo,

pues si tenemos dos puntos distintos en 1 entonces hay una

primera vez donde su expansión difiere. Iterando para que

desaparezcan los primeros términos iguales podemos lograr

"separarlos" una cantidad macroscópica (al menos 0.01) .
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