EL CAOS DETERMINISTA:
LOS LIMITES DE LA

PREDICCION
CIENTIFICA

Los grandes logros que habfa acumu-
lado la ciencia a finales del siglo XIX, se-
falaban al determinismo como el susten-
to real de la naturaleza. La mecénica cl4-
sica, iniciada por Galileo, establecida por
Newton y enormemente desarrollada du-
rante los siglos XVIII y XIX, habfa
triunfado. Su visién determinista y su ca-
pacidad predictiva se convirtieron en pa-
radigma cientifico. El establecimiento de
la teorfa electromagnética por Maxwell,
la sistematizacién de la qufmica con la
Tabla Periédica, la termodinidmica como
ciencia de los fenémenos de la materia en
bulto, del calor y la energfa, el triunfo de
la teoria atémica de la materia y la sfn-
tesis de compuestos orgénicos a partir de
los inorgénicos, ratificaron ese paradig-
ma determinista y predictivo de la me-
cénica clésica y lo extendieron al estudio
cientifico de todos los aspectos conocidos
de la materia.

Por otro lado, al final del siglo XIX
se encontraron varios hechos experimen-
tales que, en nuestro siglo, darfan lugar
a una teoria que pone en duda el deter-
minismo: la mec4nica cuintiea. Esta pue-
de entenderse como una teoria no deter-
minista del comportamiento de la mate-
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ria. Postula el indeterminismo y se limita,
por principio, a un nivel probabilistico en
su capacidad de prediccién.

El indeterminismo de la mecénica
cuintica ha sido objeto de un gran ni-
mero de discusiones, tanto entre cienti-
ficos como entre fil6sofos. En este arti-
culo no tomaremos esta linea de
discusién*, abordaremos el otro pilar del
paradigma cientifico: la predictivilidad.
Arranca, este aspecto, con la misma si-
tuacién de la ciencia a finales del siglo
XIX y reaparece en los dltimos afios con
resultados importantisimos para la fisica
y para una concepcién general de la na-
turaleza. Destacan, entre ellos, el descu-
brimiento del llamado caos determinista
y de dificultades fundamentales en la ca-

pacidad predictiva de la mecénica clésica. -

La mecénica clésica, a fines del siglo
pasado, habfa logrado establecerse como
una teoria matemdtica profunda y aca-
bada del movimiento de los cuerpos. Ha-
bia sido capaz de resolver completamen-
te y en forma general el movimiento de
los sistemas llamados integrables, que in-
cluyen algunos tan importantes como el

* Véase en este mismo nimero el artfculo de
Ana Marfa Cetto y Luis de la Peiia y el de Tomés
Brody para una discusién sobre los temas de la me-
cénica cuéntica y del determinismo.
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movimiento de un planeta alrededor del
Sol, el movimiento de un trompo simé-
trico y otros muchos igualmente impor-
tantes. La mecénica habfa descubierto
que todos ellos eran reducibles, en esen-
cia, a uno solo: el movimiento de una co-
leccién de osciladores arménicos desaco-
plados. Desde luego el realizar esa reduc-
cién en forma concreta para un sistema
especifico, lo que los fisicos llamamos es-
tablecer un sistema de variables de accion
y éngulo, puede ser muy dificil, pero se
trata de una dificultad de célculo y no de
comprensién tebrica.

Esto hizo pensar que en el caso de los
sistemas no integrables existirfan también
métodos sistematicos para resolverlos y
que sus 6rbitas, si bien podrian ser mas
complicadas, en esencia presentarfan ca-
racteristicas similares a las de los sistemas
integrables. Era s6lo una idea, ya que no
se habfa podido resolver ningtin sistema
no integrable y, dada la escasa capacidad
de célculo numérico que se tenfa, no era
factible encontrarles soluciones numéri-
cas; en realidad no habia un conocimien-
to firme sobre el asunto de los sistemas
no integrables.

A principios de nuestro siglo ocurrie-
ron dos grandes revoluciones de la fisi-
ca: la formulacién de la teoria de la rela-




tividad y de la teoria cuéntica. Esto con-
dujo a los fisicos a dedicarse a estos temas
y a sus aplicaciones, por lo que prictica-
mente olvidaron el problema no resuelto
de los sistemas mecéanicos no integrables.

Sélo algunos matemiticos interesados
en el desarrollo de la teoria de las ecua-
ciones diferenciales y algunos fisicos in-
teresados en la mecanica celeste continua-
ron su estudio, pero los escasos avances
que se dieron no arrojaron mucha més
luz a lo ya conocido por Poincaré a prin-
cipios de siglo.

A mediados de la década de los afios

sesenta, el interés por los sistemas no in-

tegrables y otros problemas fisicos 0 ma-
tematicos que presentan situaciones simi-
lares comenzé a cambiar. Varios facto-
res de indole muy diversa convergen
durante esa década: el desarrollo de la
teoria matematica de las ecuaciones di-
ferenciales y de los sistemas dindmicos en
general; los problemas pricticos que apa-
recen en el lanzamiento de naves espa-
ciales, pues para calcular sus érbitas hay
que tratar con problemas no integrables
de mecénica celeste; lo mismo ocurre en
el disefio de anillos almacenadores de pro-
tones y otras particulas cargadas, que se
hacen girar en 6rbitas determinadas por
campos magnéticos complejos; la crecien-
te importancia, tedrica y practica, de con-
tar con desarrollos matemaiticos en el
campo de la hidrodindmica y la aerodi-
namica, en especial en los regimenes tur-
bulentos; la necesidad de ti‘abajar las
ecuaciones diferenciales de los circuitos
electrénicos, sobre todo aquellos altamen-
te no lineales. Un aspecto fundamental
es la invenci6n de las computadoras elec-
trénicas y el incremento explosivo que
produjeron en la capacidad para calcu-
lar numéricamente soluciones de proble-
mas no lineales.

De entre las muchas cuestiones que se
han podido establecer, destaca el descu-
brimiento, en los sistemas no lineales, de

‘un comportamiento realmente sorpren-

dente y que tiene profundas implicacio-
nes para el pensamiento cientifico. Se ha
llamado a este comportamiento alta sen-
sibilidad a condiciones iniciales, caos de-
terminista o simplemente caos. Veamos
un ejemplo ilustrativo.

Imaginemos dos estrellas que interac-
cionan gravitacionalmente. Este es el pro-
blema clisico de Kepler, resuelto en su

totalidad por Newton hace m4s de tres-
cientos afios. El movimiento de esas es-
trellas ocurre en un plano, ambas reco-
rren Orbitas elipticas que comparten uno
de sus focos y éstos coinciden con el cen-
tro de masas del sistema. Supondremos
que las dos estrellas tienen la misma ma-
sa, por tanto las dos 6rbitas elipticas son
iguales y se encuentran colocadas simé-
tricamente con respecto al centro de ma-
sas, al igual que las estrellas (fig. 1).
El sistema estelar binario es integra-
ble y estd totalmente resuelto. Incorpo-
remos a ese sistema un pequeiio asteroi-
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de. Debido a que la masa del asteroide
es muchisimo més pequefia que la masa
de las estrellas, podemos suponer que la
presencia del asteroide no altera el mo-
vimiento de las estrellas, las que conti-
nuaran recorriendo sus 6rbitas elipticas
sin modificacién. Por otro lado, el aste-
roide se vera actuado por la atraccién gra-
vitacional de las estrellas y esta atraccién
determina su movimiento. Es importan-
te notar que el movimiento del asteroide
corresponde a un sistema no integrable.

Si el asteroide se coloca sobre una rec-
ta perpendicular al plano de las érbitas
de las estrellas de forma tal que pase por
el centro de masas de éstas, la resultante
de las dos fuerzas de atraccién que reci-
be estara, debido a la posicién simétrica
de las estrellas, dirigida a lo largo de esa
recta. Esto es, el asteroide serd siempre
atraido hacia el centro de masas. Si su-
ponemos ademas que la velocidad inicial
del asteroide estaba dirigida a lo largo de
la recta, el asteroide, en su movimiento,
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permanecera siempre sobre dicha recta.

La fuerza que actiia sobre el asteroi-
de apunta en una direccién cuando el as-
teroide estd de un lado del plano y en la
direccién contraria cuando est4 del otro
lado. Esto produce un movimiento osci-
latorio del asteroide, que lo har4 pasar de
un lado al otro. Este ir y venir del aste-
roide, no ocurre periédicamente ni cua-
siperiédicamente, como ocurrirfa si el sis-
tema fuera integrable.

La complejidad e irregularidad del
movimiento del asteroide queda total-
mente reflejada en un interesante teore-
ma. En su movimiento de vaivén el aste-
roide pasa repetidamente por el plano de
las 6rbitas; podemos, pues, medir los in-
tervalos de tiempo entre pasos consecu-
tivos del asteroide por ese plano. Estos in-
tervalos de tiempo forman una sucesién
de nimeros (por ejemplo 3.465 seg.,
23.2343 seg., etcétera). El teorema ase-
gura que dada cualquier sucesién de ni-
meros reales, existen condiciones inicia-
les para el asteroide, es decir, una posi-
cién inicial sobre la recta y una velocidad
inicial a lo largo de ella, tales que la su-
cesién de niimeros formada por los inter-
valos de tiempo entre pasos consecutivos
del asteroide por el plano, reproduce
exactamente la sucesién dada.

Las consecuencias de esto son sorpren-
dentes e importantes. Imaginemos una
secuencia de nimeros, por ejemplo los re-
sultados de la loteria en los tdltimos cin-
cuenta anos: el asteroide, al moverse en
forma totalmente determinista por la in-
fluencia gravitacional de las estrellas,
puede reproducir, en los intervalos de
tiempo entre sus pasos consecutivos por

“el plano, esa secuencia, que todos consi-

deramos totalmente azarosa.

Otra forma de ilustrar esto consiste en
imaginar a un astronauta que se encuen-
tra con ese sistema estelar. Observa al as-
teroide ir y venir y anota los tiempos que
tarda entre pasos consecutivos por el pla-
no de las 6rbitas. Podra tomar tantos va-
lores como quiera, pero no podré, con
base en esos datos, predecir el tiempo en
que ocurriri el siguiente paso, ni siquie-
ra en forma aproximada. Esto se debe a
que una sucesién de nimeros posible es
la observada y luego, por ejemplo 3.45
y otra sucesién, igualmente valida, esla
formada por los datos observados y lue-
go 576.98737636; como hay condiciones

.



iniciales para las que el asteroide repro-
duce la primera y otras para las que re-
produce la segunda, no se puede, con
base en los datos que se tomen, predecir
cuél de los dos niimeros saldri; es mas,
como todas las sucesiones formadas por
los niimeros observados seguidos de cual-
quier otro son igualmente validas, el as-
teroide podria estar en una érbita que re-
produce cualquiera de ellas y por tanto,
el conocimiento experimental de los va-
lores anteriores no permite predecir nada
sobre el siguiente valor.

Este es un ejemplo, muy ilustrativo y
llamativo, de una propiedad muy fre-
cuente entre los sistemas no integrables
y los no lineales en general. En las dlti-
mas décadas se han demostrado formal-
mente este tipo de cuestiones y se han en-
contrado multitud de “ejemplos, ~ con

relevancia fisica, en los que aparecen

comportamientos de esta naturaleza.
El origen de esta propiedad de irregu-
laridad en el seno de sistemas totalmen-
te deterministas, esté en lo que llamamos
fuerte dependencia de las condiciones ini-
ciales. Es decir, las soluciones del siste-
ma, a pesar de ser totalmente determi-
nistas, divergen unas de otras en forma
exponencial, por tanto, aunque comen-

cemos con condiciones iniciales muy pa-
recidas, las soluciones, después de un bre-
ve tiempo, serdn muy distintas, y se hace
imposible el estudio de un sistema de esta
naturaleza utilizando aproximaciones.
En el caso del asteroide, el conoci-
miento de una cierta cantidad de inter-
valos de tiempo nos pcrmité deducir las
condiciones iniciales s6lo en forma apro-
ximada; para poderlas deducir exacta-
mente requeririamos un nimero infini-
to de datos, lo que es imposible; ademis,

si ya tenemos todos los valores de la su-

cesi6én, no tiene sentido preguntarnos por
el siguiente. La aproximacién obtenida
de una secuencia finita de datos condu-
ce, en este caso, a un error que se ampli-
fica exponencialmente, haciendo imposi-
ble la prediccion del siguiente valor.
Otra propiedad de estos sistemas es la
gran complejidad o irregularidad de sus
soluciones. Esto es consecuencia de lo
mismo: las soluciones, por un lado, se se-
paran exponencialmente en todo instan-
te y punto y, por otro lado, se desarro-
llan en un espacio acotado, por lo que
deben enredarse en formas muy comple-
jas, que vemos como una gran irregula-
ridad o como algo caético. Comparemos
esto con lo que ocurre en los sistemas in-

Fig. 2
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tegrables o no cadticos: en éstos las solu-
ciones u érbitas son muy regulares, como
las érbitas elipticas de un planeta y si co-
menzamos con situaciones o condiciones
iniciales cercanas, las soluciones no se se-
paran exponencialmente, lo que permite
hacer célculos aproximados.

El comportamiento cabtico que hemos
ejemplificado con sistemas mec4nicos
conservativos, aparece también en siste-
mas disipativos bajo la forma de los lla-
mados atractores extrafios. Un ejemplo,
que se ha hecho clésico por ser de los pri-
meros en que se encontré este compor-
tamiento, es el atractor de Lorenz. Este
nos permite ilustrar la diferencia entre
una 6rbita cadtica y otra que no lo es, al
comparar una de las 6rbitas del sistema
de Lorenz, presentada en la figura dos,
con, por ejemplo, la elipse que recorre un
planeta.

Los sistemas de ecuaciones diferencia-
les no son los tinicos que presentan el caos
determinista, ocurre también en los sis-
temas discretos. Un ejemplo, que pode-
mos considerar clésico, es el de la itera-
cién de la logistica. Este ejemplo tiene la
enorme ventaja de que cualquiera puede
estudiarlo con la simple ayuda de una cal-
culadora o, mejor atin, con una compu-
tadora casera (en la figura 3 encontrara
el lector un programa en Basic para es-
tudiar este ejemplo).

El proceso consiste en lo siguiente: to-
memos un nimero cualquiera entre cero
y uno y llamémoslo X, apliquemos la
férmula:

X =4 X (X

y obtendremos un nuevo valor: X,. Si
ahora tomamos este nuevo valor y apli-
camos la férmula nuevamente obten-

dremos:
X2 T AX! (1 'xn)’

continuando de esta forma construimos
una sucesién de nimeros, pues obtene-

"mos el nimero X, | a partir del X, por

medio de la férmula:

X,

i+l

= AX (1-X)

Hay que destacar que si el valor de A estd
entre cero y cuatro, todas las Xi estardn
entre cero y uno.




Fig. 3

40 INPUT x0

60 x = x0

80 FOR i =1 TO 150

90 X 2 uA K L= )

100 PRINT "n= ", i, "Xi= ", x
110 NEXT i

130 INPUT s$

160 INPUT s$

501 GOTO 1

511 GOTO 30
600 END

70 FOR i =1 TO 100: x = A * x * (1 - x):

iO gﬁ;ﬂ; x DE EL VALOR DEL PARAMETRO A, DEBE ESTAR ENTRE 1 Y 4 "

20 IF A < 1 ORA > 4 THEN GOTO 500
30 PRINT “DE EL VALOR INCIAL DE x, ESTO ES X0, DEBE ESTAR ENTRE O Y 1"

50 IF x0 < 0 OR x0 > 1 THEN GOTO 510

NEXT i

120 PRINT " DESEA DAR OTRO VALOR DEL PARAMETRO, SI o NO"

140 IF s$ = "si" GOTO 1 ELSE GOTO 150
150 PRINT "DESEA DAR OTRO VALOR INICIAL, SI o NO"

170 IF s$ = "si" GOTO 30 ELSE GOTO 600
500 PRINT " ERROR EL VALOR DE A DEBE ESTAR ENTRE 1 Y 4, UD. DIO", A

510 PRINT " ERROR EL VALOR DE X0 DEBE ESTAR ENTRE O Y 1. UD. DIO", x0

Esta sucesién es equivalente a la solu-
cién de una ecuaci6n diferencial y el va-
lor X, a la condicién inicial; estos siste-
mas Se conocen cCOmoO ecuaciones en
diferencias finitas y tienen propiedades
muy similares a las que tienen las ecua-
ciones diferenciales.

Desde luego la sucesién que obtenga-
mos dependera de X y del parametro
A. Si A estd comprendido entre uno y
tres, notaremos que después de unas
cuantas iteraciones llegaremos a un va-
lor fijo, esto es, obtendremos siempre el
mismo valor al iterar. Este valor depen-
dera del valor A, pero sera independien-
te de la condicién inicial, esto es, del va-
lor asignado a X,.

Si a A le damos un valor comprendi-
do entre 3 y 3.45. . ., por ejemplo 3.32,
después de unas cuantas iteraciones ve-
remos que los valores que obtenemos al
iterar son dos y que estos dos valores sim-
plemente se alternan; nuevamente estos
valores son totalmente independientes del
valor inicial, aunque dependen del valor
asignado al pardmetro A.

Si A esta comprendido entre 3.45. . .
y 3.54. . . ocurrird lo mismo, pero aho-
ra seran cuatro, y no dos, los valores que
se alternaran al ir iterando. Si A esté en-
tre 3.54. . . y 3.56. . . ser4n ocho los va-
lores que se alternen al iterar y asi suce-
sivamente: al ir aumentando el valor de
A, se ir4 duplicando el niimero de valo-
res que se alternen al iterar; desde luego
hay que hacer unas cuantas iteraciones
iniciales para converger a este compor-
tamiento periddico del sistema; una vez
alcanzado el comportamiento periédico
esos valores serdn independientes de X,
aunque dependeran del parimetro A.
" Este proceso de duplicacién del perio-
do termina cuando alcanzamos un niime-

ro infinito de duplicaciones, lo que ocu-
rre aproximadamente en el valor
3.5699456. . . del pardmetro A. Para va-
lores mayores (por ejemplo 3.91) podre-
mos obtener 6rbitas caéticas; la sucesién
de nimeros obtenida por iteracién es in-
distinguible de una sucesién de niimeros
aleatorios, pero esté totalmente determi-
nada por el propio proceso iterativo. Se
reproduce, con todas sus caracterfsticas,
el fen6meno del caos determinista, en esta
ocasién para un caso en diferencias fini-
tas. En el rango 3.5699. . . < A < 4.0
también encontraremos valores de A que
producen 6rbitas periédicas de periodos
impares, por ejemplo para A = 3.83.

El estudio de los sistemas no lineales,
tanto continuos como discretos, no se li-
mita a mostrar la existencia del caos de-
terminista, de hecho va mucho més alld
y en los Gltimos afios ha avanzado con
gran celeridad. Baste mencionar la apa-
ricién de varias revistas internacionales
especializadas en estos temas.

Un ejemplo importante de estas cien-
cias de lo no lineal lo ofrece el mismo pro-
ceso de iteracién que ya estudiamos. Al
variar el pardmetro A, el periodo de las
soluciones asintéticas se duplica, las du-
plicaciones ocurren en ciertos valores de
A, luego permanece el mismo periodo
durante un intervalo de valores, hasta lle-
gar al siguiente valor de cambio o bifur-
cacién, donde se da el fenémeno de la du-
plicacién nuevamente. Pues bien, este
fenémeno de la duplicacién del periodo
no es exclusivo del sistema estudiado; re-
sulta ser que hay muchos sistemas, go-
bernados por ecuaciones diferenciales o
por iteracién de mapeos, en una o varias
dimensiones, que presentan el mismo
comportamiento ante el cambio de sus
parametros. A finales de los afios setenta
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Feigenbaum realizé6 un descubrimiento
importante sobre este fenémeno. Imagi-
nemos que llamamos A, al valor del pa-
rametro en el que comienzala regién de
periodo dos, con A, denotamos el valor
para el que ocurre la bifurcacién a perio-
do cuatro y asi sucesivamente, €sto’ €S,
A_ denota el valor de A para el cual ocu-
rre la bifurcacién a periodo 2°. Natural-
mente estos valores seran distintos en
cada caso de ocurrencia del fenémeno de
doblamiento del periodo, sin embargo 1a
cantidad:

d=Tima* T o
iﬂ a:fxi == [M 2

tendr4 el mismo valor para cualquier pro- -

ceso de esta naturaleza.

El niimero d, cuyo valor es 4.6692. . .,
es, en cierto sentido, universal. Aparece-
r4 en todo fenémeno de duplicacién del
periodo que tenga como esencia el mis-
mo fondo matemitico que la iteracién de
mapeos como el que estudiamos.

Una de las principales consecuencias
de este hecho, y otros similares, es pro-
porcionar un método para estudiar expe-
rimentalmente sistemas muy complejos.
Un ejemplo de esto lo obtenemos en €l
estudio de la turbulencia. Cuando un
fluido comienza a presentar un movi-
miento turbulento, se hace tan complejo

que, a pesar de conocerse las ecuaciones

bésicas que lo gobiernan, ha sido impo-
sible su estudio matemaético. Sin embar-
go, recientes experimentos han mostra-
do la presencia del niimero d en algunos
fluidos turbulentos y esto indica mecanis-
mos mateméticos sustancialmente igua=
les al de la iteracién de mapeo que estu-
diamos. En este sentido, la turbulencia
no es otra cosa que el movimiento de un
fluido en un régimen de caos deter-
minista.

Estudios como éste se han multiplica-
do en los tltimos afios, llegando a cons-
tituir una nueva disciplina cientifica con
importantes repercusiones. Por hoy de-
seamos sélo destacar el descubrimiento
bésico: la existencia de sistemas determi-
nistas pero impredecibles y, en muchos
sentidos, indistinguibles de los fenéme-
nos considerados aleatorios. No dudamos
que este hecho traera consecuencias enor-
mes para nuestros paradigmas cientificos
y para la concepcién cientifica de la ma=
teria y del Universo mismo. ¢ i




